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پیش گفتار

تدریس برای آموزش سال ها ط من که است سخنران هایی یادداشت  پایۀ بر کتاب، این

استفاده کینگ سود١ اه دانش در ریاض ارشد دانشجویان به ریاضیات روش های درس های

در جزئ دیفرانسیل معادلات درس دریافت برای پیش نیاز به عنوان اینجا در دوره این کرده ام.

سه پوشش دادن برای ابتدا، در درس این م شود. ارائه کارشناس دورۀ در (چهارم) آخر سال

اشتروم‐لیوویل مسئلۀ از مختصری طرح و فوریه انتگرال و سری ویژه، توابع اصل موضوع

مقدار مسئلۀ ی حل برای متغیرها تفکی از استفاده با بود. شده طراح آن راه حل های و

اشتروم‐ ویژۀ مقدار مسئلۀ به اغلب دوم، مرتبه جزئ دیفرانسیل معادلۀ ی برای مرزی

ازاین رو، است؛ ویژه توابع از دنباله ای بسا چه پاسخ ها مجموعه و م شود منجر لیوویل

م تواند جزئ دیفرانسیل معادلۀ پاسخ معمول، به طور هستند. ارتباط در باهم مباحث این

یا متناه به بسته فوریه، انتگرال ی یا فوریه سری ی توسط نقطه به نقطه) (به صورت

شود. داده نشان دامنه بودن نامتناه

نظریۀ در آنها ارائۀ با م تواند ریاضیات روش های این که م شود مشخص به زودی ول

نظریه، این طبق شود. تبدیل باورپذیر و هماهنگ دورۀ ی به ،L٢ در اشتروم‐لیوویل

1King Saud



٢پیش گفتار

توابع از متعامد دنبالۀ دارای است، خودالحاق که خط دوم مرتبۀ دیفرانسیل ر عمل ی

سری اساس قضیۀ به بی درنگ مطلب، این م گیرد. دربر را L٢ دامنۀ که است ویژه ای

ریاض توابع سایر است. d٢/dx٢ اختصار به ر عمل آن در که م شود منجر L٢ در فوریه

توابع مشابه به طور بسل٣، توابع یا هرمیت٢ چندجمله ای و لژاندر١ چندجمله ای مانند ، فیزی

کلاسی نظریۀ از کل نسخۀ ی نتیجۀ م شوند. تولید خاص دیقرانسیل رهای عمل ویژۀ

موضوع ی و م دهد پیوند هم به را بالا در یادشده دورۀ مباحث که است فوریه سری های

م دهد. ارائه کتاب برای مشترک

و L٢ مربع انتگرال پذیر توابع داخل ضرب فضای تعریف توسط نخست، فصل

شامل مطالب این است. شده تنظیم بعدی فصل های در نیاز مورد اساس تحلیل ابزارهای

از که است L٢ بودن کامل مهم مفهوم و توابع سری های و دنباله ها رایی هم ویژگ های

م شوند. تعریف کوش دنباله های طریق

در به شدت دوم که است این اشتروم‐لیوویل نظریۀ در فوریه آنالیز ساخت در ل مش

دانشجوی ی حوصلۀ از که دارد ریشه فشرده رهای عمل طیف نظریۀ به ویژه ، تابع آنالیز

نیاز ویژه توابع کامل بودن و وجود از ساده تری اثبات به ما است. خارج کارشناس دورۀ

وجود قضیۀ به استناد با دوم فصل در امر این منظم، اشتروم‐لیوویل مسئلۀ درمورد داریم.

با سپس و اشتروم‐لیوویل ر عمل برای گرین۴ تابع ایجاد با خط دیفرانسیل معادلات برای

1Legendre
2Hermite
3Bessel
4Green



٣

های بخش در مطلب این م شود. حاصل مطلوب نتیجۀ ١ ول آرزلا‐آس قضیۀ از استفاده

است. آمده [۶] در ٢ .۴ .٢ و ١ .۴ .٢

فصل دارد. وجود اشتروم‐لیوویل نظریۀ ویژۀ کاربردهای پنجم، تا سوم فصل های در

در م دهد. ارئه را اشتروم‐لیوویل منظم مسئلۀ ی بارز نمونۀ است، فوریه سری که سوم،

(قضیۀ کلاسی قضیۀ و شده داده پوشش نیز فوریه سری های نقطه به نقطۀ نظریۀ فصل این

قضیۀ سادۀ بیان از L٢ نظریۀ مزیت حاضر، حال در است. شده اثبات زمینه این در (۴ .٣. ٢

سری ی با م توان را تابع ی که است، مشهود ۴ .٣. ٢ قضیۀ گزارۀ با مقایسه در ٣. ١. ٢

باشد. L٢ در اگر تنها و اگر داد، نشان فوریه

منحصربه فرد مسئلۀ ی مثال های مهم ترین از برخ دربارۀ پنجم، و چهارم فصل در

منجر بسل توابع و متعامد های چندجمله ای به گام، این م کنیم. بحث اشتروم‐لیوویل

برخ از استفاده با فصل، هر هستند. آشنا مهندس و علوم دانشجویان برای که م شود

به موج معادلۀ و گرما معادلۀ لاپلاس، معادلۀ ازجمله ، فیزی ریاض معروف معادله های

م رود. کار

اشتروم‐ نظریۀ از بخش بالفعل لاپلاس و فوریه تحولات دربارۀ هفتم، و ششم فصل

گنجانده توابع نمایش برای فوریه سری روش پسوندهای به عنوان اینجا در ول نیستند، لیوویل

ما به همچنین، دارند. مهم کاربردهای نال، سی انتقال و حرارت انتقال در این ها شده اند.

که پیشین فصل های در که موضوع م دهند؛ را ن ناهم دیفرانسیل معادلات حل ان ام

است. نگرفته قرار بحث مورد است، ویژه توابع بر تاکید بیشتر

1Ascoli–Arzela



۴پیش گفتار

معمولا که توابع سری و دنباله ها رایی هم ویژگ های با خواننده که است این بر فرض

است. آشنا م شوند، ارائه ابتدایی معمول دیفرانسیل معادله های با و پیشرفته محاسبات در

و L٢ در پیوسته توابع ال چ مانند واقع تحلیل استاندارد نتایج برخ از ما این، بر افزون

ر عمل برای ویژه توابع وجود اثبات برای موارد، این کرده ایم. استفاده ول آرزلا‐آس قضیۀ

اندازه گیری هرگونه به نیاز از که دارد را مزیت این و م رود به کار دوم فصل در اشتروم‐لیوویل

ر عمل ضرایب به همواری شرایط که است دلیل همبن به م کند. جلوگیری لب اندازۀ و

قضیۀ استثنا، تنها بود. کاف انتگرال پذیری شرایط وگرنه م شود، اعمال اشتروم‐لیوویل

است. رفته به کار فوریه تبدیل پیوستگ ایجاد برای ششم فصل در که است مغلوب رایی هم

گونۀ به م توان و است اشتروم‐لیوویل نظریۀ چهارچوب از خارج حاشیه ای نتیجۀ ی این

بود. سخت میان بر به عنوان توانمند قضیۀ آن از استفاده امتحان ول برد، به کار را آن ری دی

برای موضوع این ول م دهد، نمایش را محض ریاض سب ادامه در کتاب، این

دیفرانسیل معادله های حل برای رشته ها، این در است. مهم مهندس و علوم دانشجویان

نظریۀ طریق از تنها ول م شود، استفاده گسترده به طور ویژه توابع و فوریه آنالیز از خط

و روشن را روش این کار دلیل زیربنایی اصول م توان که است L٢ در اشتروم‐لیوویل

است ن مم که ریاضیات از خارج دانشجویان برای دوم فصل در نظری تعبیر کرد. کشف

ویژه توابع کامل بودن و وجود اثبات ندارد. مانع باشند داشته ل مش تجزیه وتحلیل با

علاقه مند نظریه نتایج به بیشتر که کسان توسط است ن مم (٢ .۴ .٢ و ١ .۴ .٢ (بخش های

فضای در دیفرانسیل معادلات به نظری ر عمل رد روی ول شود. گذاشته کنار هستند

کارساز و راحت بسیار م شود، معرف کارشناس سطح در که کوانتوم، انی م در هیلبرت



۵

م آورد، وجود به رشته ها سایر در را هماهنگ و روشن م رسد نظر به که مواردی در و است

کرد. دوری آن از نباید

برای اگر») تنها و «اگر (برای ⇔ و م گیریم») «نتیجه (برای ⇒ نمادهای از اه گه من

واژگان اقتصاد و چاپ راحت دلیل به بیشتر این کار کرده ام. استفاده ریاض گزاره های پیوند

باشد. دخیل داده شده نمایش روابط که مواردی در به ویژه م شود؛ استفاده

تعطیلات برای لبنان در من زمان که ،٢٠٠۵ تابستان در کتاب، این پیش نویس نخستین

به که کنم زاری سپاس بیروت ایی آمری اه دانش کتابدار ار م خواهم من شد. نوشته بودم،

در اران هم از شماری کنم. استفاده آنها کتابخانۀ انات ام از اقامتم طول در داد اجازه من

بخش هایی مورد در و کردند بررس را چاپی اشتباه و خط نسخه های داشتند لطف ما، بخش

تهیه را کتاب شماره های ١ السانوس صالح پروفسور زارم. سپاس آنها از من دادند؛ نظر آن از

در استفاده مورد نرم افزار تا کرد کم من به بالفاژه٢ محمد من پیشین دانشجوی و کرد

نداشتم. را کارها انجام توانایی آن ها، کم بدون کنم. تنظیم را اسپرینگ٣ سامس سری های

و او مهربانانۀ برخورد دلیل به اسپرینگ ورلاگ۵، در ۴ بورتوی کارن از م خواهم پایان، در

کنم. قدردان و زاری سپاس شد، کتاب این انتشار زمینه ساز که روابط همۀ از

1Saleh Elsanousi
2Mohammed Balfageh
3SUMS Springer
4Karen Borthwick
5Springer-Verlag



۶پیش گفتار



١ فصل

داخل ضرب فضای

توپولوژی ویژگ های دارای که Rnاست اقلیدس فضای طبیع تعمیم ، داخل ضرب فضای

کتاب این در ما کارهای بیشتر مختصات یا چهارچوب این است. شناخته شده ای هندس و

م کند. فراهم داریم، نیاز آن به که را مناسبی ریاض ساختار زیرا م دهد، یل تش را

برداری فضای ١. ١

م کنیم. استفاده C مختلط اعداد میدان یا R حقیق اعداد نشان دادن برای F نماد از ما

مجموعه ای F روی برداری، فضای ساده تر به طور یا ، خط برداری فضای .١. ١. ١ تعریف

جمع عمل، دو آن برای که است X مانند

+ : X ×X → X

الر اس ضرب و

· : F ×X → X



داخل ضرب ٨فضای

به طوری که، است؛ تعریف شده

که، معنا این به است؛ جابه جایی گروه ی جمع، عمل با X .١

.x+ y = y + x داریم X در y و x هر به ازای الف)

.x+ (y + z) = (x+ y) + z داریم X در z و y ،x هر به ازای ب)

x+٠ = ،X از x هر به ازای به طوری که م شود؛ داده نشان ٠ با که Xاست در عنصری ج)

.x

x+(−x) = به طوری که دارد؛ x−وجود ∈ X مانند جمع معکوس ،X در x هر به ازای د)

.٠

وقت که م کند، صدق X و F عناصر بین الر اس ضرب .٢

،a.(b.x) = (a.b).x داریم F از b و a عدد دو هر و X در x هر به ازای الف)

١.x = x داریم X در x هر به ازای ب)

توزیع پذیری خاصیت دو .٣

a.(x+ y) = a.x+ a.y الف)

(a+ b).x = a.x+ b.x(ب

است. برقرار F در b و a و X در y و x هر به ازای

فضای ی یا حقیق برداری فضای ی باشد، F = C یا F = R اینکه به وابسته Xرا

م شوند. نامیده الرها اس F عناصر و بردارها X عناصر م نامند. مختلط برداری

،X در x هر به ازای و است منحصربه فرد صفر بردار که داد نشان م توان ویژگ ها این از

x هر به ازای که م شود نتیجه این، بر افزون دارد. وجود −x مانند منحصربه فردی معکوس



برداری٩ فضای ١. ١

. a.٠ = ٠ a ∈ F هر به ازای و ،(−١).x = −x و ٠.x = ٠ ،X در

م نویسیم. ax به صورت و نم گذاریم را a.x در ضرب نقطۀ اغلب معمول، به طور

حقیق اعداد از nتایی مجموعۀ (١ .١. ١. ٢ مثال

Rn = (x١, ..., xn) : xi ∈ R,

م شود: تعریف الر اس ضرب و جمع با که

(x١, ..., xn) + (y١, ..., yn) = (x١ + y١, ..., xn + yn),

a.(x١, ..., xn) = (ax١, ..., axn),

است. حقیق برداری فضای ی ،a ∈ R آن در که

مختلط اعداد از nتایی مجموعۀ (٢

Cn = {(z١, ..., zn) : zi ∈ C},

عمل دو با

(z١, ..., zn) + (w١, ..., wn) = (z١ + w١, ..., zn + wn),

a.(z١, ..., zn) = (az١, ..., azn), a ∈ C,

است. مختلط برداری فضای ی

است. حقیق برداری فضای ی R میدان روی Cn مجموعۀ (٣

نامتناه یا متناه نیمه باز، باز، بسته، است ن مم که است حقیق بازه ی I کنیم فرض (۴



داخل ضرب ١٠فضای

نشان را (مختلط) حقیق ضرایب با I روی چندجمله ای های مجموعۀ ،ρ(I) مجموعۀ باشد.

الر اس ضرب و چندجمله ای ها جمع عمل با که م دهد

b.(anx
n + ...+ a١x+ a٠) = banx

n + ...+ ba١x+ ba٠,

همچنین م شود، (مختلط) حقیق برداری فضای ی است، (مختلط) حقیق عدد ی b که

م دهیم. نشان ρ با را ρ(R) اختصار، به صورت

م دهیم، نشان C(I) با که I حقیق بازۀ روی (مختلط) حقیق پیوستۀ توابع مجموع، (۵

حقیق برداری فضای ی (مختلط) حقیق عدد با تابع ی ضرب و توابع جمع عمل دو با

است. (مختلط)

Xاست. برداری فضای در بردارها از متناه مجموعه ای {x١, · · · , xn} م کنیم فرض

مجموع

a١x١ + · · ·+ anxn =
n∑

i=١

aixi, ai ∈ F,

خط ترکیب این ضرایب ،ai الرهای اس و م شود نامیده X بردارهای از خط ترکیب

هستند.

گوییم، خط مستقل را {x١, ..., xn} بردارهای از متناه مجموعه ای (١ .١. ١. ٣ تعریف

باشیم: داشته i ∈ {١, ٢, ..., n} هر به ازای اگر

n∑
i=١

aixi = ٠ ⇒ ai = ٠,



برداری١١ فضای ١. ١

صفر ضرایب همۀ وقت که به جز نیست، صفر با برابر بردارها از خط ترکیب هر یعن

، یعن نباشد، خط مستقل هرگاه است؛ خط وابستۀ {x١, ..., xn} مجموعۀ هستند.

به طوری که باشد؛ موجود نیستند، صفر همه که ،a١, ..., an ضرایب از مجموعه ی اگر

.
∑n

i=١ aixi = ٠

زیرمجموعۀ هر هرگاه است خط مستقل {x١, x٢, x٣, · · · بردارهای{ از نامتناه مجموعۀ (٢

نباشد، خط مستقل هرگاه است؛ خط وابستۀ بردار آن باشد. خط مستقل آن از متناه

خط وابستۀ که باشد داشته وجود {x١, x٢, x٣, · · · } متناه زیرمجموعه ای هرگاه یعن

است.

اگر است، خط وابستۀ بردارها، از متناه مجموعۀ ی که داشت توجه باید اینجا در

را ١. ٣ (تمرین نوشت بقیه از خط ترکیب ی به صورت بتوان را بردارها از ی اگر تنها و

ببینید).

است. برداری فضای ی X کنید فرض .۴ .١. ١ تعریف

ترکیب به صورت بتوان را X بردار هر اگر گوییم X مولد را X بردارهای از A مجموعۀ (١

A آن گاه باشند، خط مستقل A بردارهای اگر این، بر افزون کرد. بیان A عناصر از خط

م شود. نامیده X از پایه ی

بردارهای از خط ترکیب هر هرگاه م شود، نامیده X زیرفضای X از Y زیرمجموعۀ (٢

است خود درون برداری فضای ی Y که است گفته این با معادل این گیرند. قرار Y در Y

.(X الر اس میدان همان (روی

دو هر و است متناه نیز X ر دی پایه هر آن گاه باشد داشته متناه پایه ی X اگر



داخل ضرب ١٢فضای

با را آن و م شود نامیده X بعد عدد، این .(۴ .١ (تمرین دارند سان ی عناصر تعداد پایه

م گیریم. نظر در dimX = ∞ باشد، نامتناه پایۀ اگر م دهیم. نشان dimX

بردارهای ،١. ١. ٢ مثال در

e١ = (١, ٠, ..., ٠),

e٢ = (٠, ١, ٠, ..., ٠),

...

en = (٠, ..., ٠, ١).

بردارهای م دهند. یل تش C روی Cn و R روی Rn برای پایه ای

d١ = (i, ٠, ..., ٠),

d٢ = (٠, i, ٠, ..., ٠),

...

dn = (٠, ..., ٠, i),

توان های ر، دی سوی از م دهند. یل تش R روی Cnبرای پایه ای ،e١, · · · , en با همراه

،x ∈ R

١, x, x٢, x٣, · · · ,

چندجمله ای های فضای برای پایه ای آنها (تمرین١. ۵). م شوند خط مستقل و م کنند تولید را ρ

هر مختلط Cnو حقیق Rn بعد بنابراین، م دهند. یل تش (C) R روی (مختلط) حقیق



برداری١٣ فضای ١. ١

بعد جمله ای ها، چند فضای ر، دی سوی از دارد. ٢n بعد حقیق Cn درحال که است، n دو

I چندجمله ای های تمام شامل وقت که ،C(I) پیوسته توابع فضای بنابراین، دارد. نامتناه

.(۶ .١ (تمرین است نامتناه بعد دارای م شود

یا از کوچ تر درجه با I بازه  روی چندجمله ای ها برداری فضای ρn(I) کنید فرض

اگر مشابه، به طور ١+nاست. بعد دارای ρ(I)زیرفضای که است واضح nباشد. با مساوی

نشان C١(I) با هستند پیوسته اولش مشتقات که I روی مختلط) یا (حقیق توابع مجموعۀ

از برداری زیرفضای ی C١(I) الرها، اس ضرب و توابع جمع رهای عمل با آن گاه، دهیم،

(یا ی در I وقت که معمول، به طور پس است. مختلط) یا (حقیق میدان همان روی C(I)

، به طورکل است. ی طرفه مشتق انتهایی نقطۀ در آن مشتق باشد، بسته انتهایی نقاط دو) هر

تعریف با

Cn(I) = {f ∈ C(I) : f (n) ∈ C(I), n ∈ N},

C∞(I) =
∞⋂
n=١

Cn(I),

برداری فضای از دنباله ی

C(I) ⊃ C١(I) ⊃ C٢(I) ⊃ · · · ⊃ C∞(I)

(محض) برداری فضای زیر ی CK(I) باشد، k > m اگر به طوری که م آوریم، به دست

است. N٠ = N
⋃
٠ و {١, ٢, ٣, · · · } طبیع اعداد مجموعۀ N اینجا است. Cm(I)از

C٠(I) اگر م شود. داده Zنشان با {· · · ,−١−,٢, ٠, ١, ٢, · · · صحیح{ اعداد مجموعۀ

چندجمله ای های شامل ی هر وقت که ،n ∈ N٠ ،Cn(I)فضاهای همۀ یریم، ب C(I)ی با را



داخل ضرب ١۴فضای

به را آن ما نیست، نیاز مورد I وقت که یا ،I = R وقت که دارند. نامتناه بعد باشند، ρ(I)

م نویسیم. Cn اختصار

تمرین ها

کنید. اثبات را زیر گزاره های ،F روی X برداری فضای ویژگ های از استفاده با .١. ١

.٠.x = ٠ داریم X در x هر به ازای الف)

.a.٠ = ٠ داریم F در a هر به ازای ب)

.(−١).x = −x داریم X در x هر به ازای ج)

است. x = ٠ یا a = ٠ یا آن گاه باشد، a.x = ٠ اگر د)

و جمع رهای عمل دو با برداری فضای ی زیر مجموعه های از کدام ی کنید تعیین .١. ٢

است. مختلط یا حقیق برداری فضای این آیا و است، ار اس ضرب

.C روی مختلط ضرایب با ρn(I) الف)

.R روی موهوم ضرایب با ρ(I) ب)

.C روی حقیق اعداد مجموعۀ ج)

.R روی Cn(I) کلاس از مختلط توابع مجموعۀ د)

عدد ی اگر تنها و اگر هستند، خط  مستقل x١, · · · , xn بردارهای که کنید ثابت .١. ٣

به طوری که باشد، داشته وجود k ∈ {(١, ٢, ..., n)} صحیح

xk =
∑
i ̸=k

aixi, ai ∈ F.

اگر است، خط وابستۀ ، نامتناه یا متناه چه بردارها، از مجموعه هر که م گیریم نتیجه



داخل١۵ ضرب فضای ١. ٢

باشد. بردارها بقیۀ از خط ترکیب ی بردارها آن از ی اگر تنها و

Xباشند Bپایه های Aو اگر که، دهید نشان است. برداری فضای Xی کنید فرض .۴ .١

دارند. سان ی عناصر تعداد و است متناه نیز ری دی آن گاه باشد، متناه آنها از ی و

{١, x, x٢, · · · , xn : x ∈ I} ،x توان های از متناه مجموعۀ هر که دهید نشان .۵ .١

{١, x, x٢, · · · : x ∈ I} نامتناه مجموعۀ که یرید ب نتیجه بنابراین، است. خط مستقل

است. خط مستقل

است. dimY ≤ dimX که دهید نشان Xباشد، برداری فضای زیرفضای، Y اگر .۶ .١

بردارهای که دهید نشان .١. ٧

x١ = (x١١, ..., x١n),

...

xn = (xn١, ..., xnn),

دترمینان det(xij) که ،det(xij) = ٠ اگر تنها و اگر هستند، خط وابستۀ ،xij ∈ R که

است. (xij) ماتریس

داخل ضرب فضای ١. ٢

F X×Xبه از تابع ی است. F روی برداری فضای Xی کنید فرض تعریف١. ٢. ١.

ضرب ،X در y و x بردارهای از جفت هر برای اگر م شود، نامیده X روی داخل ضرب

کند. صدق زیر شرایط در (x, y) 7−→ 〈x, y〉 ∈ F داخل

.〈x, y〉 = 〈y, x〉، X در yو x هر به ازای (١



داخل ضرب ١۶فضای

.〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉 ، F در b و a و X در z و y ،x هر به ازای (٢

.〈x, x〉 ≥ ٠ ،X در x هر به ازای (٣

. x = ٠ ⇔ 〈x, x〉 = ٠ (۴

م نامند. داخل ضرب فضای است، تعریف شده داخل ضرب آن روی که برداری فضای

〈x, y〉 = به طوری که م دهد، نشان را 〈y, x〉 مختلط مزدوج ،(١) در 〈y, x〉 نماد

اشاره (٢) و (١) شرایط باشید داشته توجه باشد. حقیق برداری فضای Xی اگر 〈y, x〉

به دارند

〈x, ay〉 = 〈ay, x〉 = a〈x, y〉.

است، برقرار داخل ضرب نخست مولفۀ در که خط ویژگ که است آن معنای به این

F = R اینکه ر م نم رود، به کار دوم مولفۀ برای است، شده بیان (٢) در همان طورکه

باشد.

باشد، داخل ضرب Xفضای اگر ‐شوارتز). ‐بیناکوفس کوش نامساوی )١. ٢. ٢ قضیه

X در y و x هر به ازای آن گاه

|〈x, y〉|٢ ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.

x 6= ٠ که کرد فرض م توان پس است؛ واضح نتیجه ،y = ٠ یا x = ٠ اگر برهان.

.y 6= و٠

تأثیر تحت |a| = ١ که ax با x جانشین کردن با نامساوی طرفین از هیچ ی این، بر افزون

اگر ، یعن باشد، حقیق عدد ی 〈ax, y〉 که م کنیم انتخاب طوری را a نم گیرد. قرار



داخل١٧ ضرب فضای ١. ٢

خلل مسئله کلیت به این که بدون ازاین رو، .a = e−iθ کنید فرض ،〈x, y〉 = |〈x, y〉|eiθ

داخل ضرب ویژگ از استفاده با است. حقیق عدد ی 〈x, y〉 م کنیم فرض شود، وارد

داریم: t حقیق عدد هر برای بالا، در

٠ ≤ 〈x+ ty, x+ ty〉 = 〈x, x〉+ ٢〈x, y〉t+ 〈y, y〉t٢. (١. ١)

با م رسد. t = − ⟨x,y⟩
⟨y,y⟩ مینیمم آن، به که است t برحسب دو درجۀ حقیق عبارت ی این

داریم: (١. ١) در t مقدار این جای گذاری

٠ ≤ 〈x, x〉 − 〈x, y〉٢

〈y, y〉
,

م رسیم. مطلوب نامساوی به ازاین رو،

م کنیم: تعریف زیر به،صورت را x بردار نرم حال

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

و اگر ‖x‖ = ٠ ،‖x‖ ≥ ٠ ،x ∈ X هر به  ازای (۴) و (٣) شرط به توجه با ازاین رو،

نامساوی پس این از که ‐شوارتز، ‐بیناکوفس کوش نامساوی باشد. x = ٠ اگر تنها

یافت: خواهد را زیر ل ش نرم ها برحسب م نامیم، ‐شوارتز کوش

| 〈x, y〉 |≤ ‖x‖‖y‖. (١. ٢)

،X در y و x هر به ازای آن گاه باشد، داخل ضرب فضای ی X اگر .١ نتیجه

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. (١. ٣)



داخل ضرب ١٨فضای

نرم، تعریف با برهان.

‖x+ y‖٢ = 〈x+ y, x+ y〉

= ‖x‖٢ + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖٢

= ‖x‖٢ + ٢Re〈x, y〉+ ‖y‖٢.

,Re〈xبنابراین، y〉 ≤| 〈x, y〉 |≤ ‖x‖‖y‖ داریم ‐شوارتز کوش نامساوی کم با ول

‖x+ y‖٢ ≤ ‖x‖٢ + ٢‖x‖‖y‖+ ‖y‖٢

= (‖x‖+ ‖y‖)٢

م شود. حاصل (١. ٣) نامساوی بالا، نامساوی طرفین از جذرگیری با

که م بینیم م شود، ‖x − y‖ با برابر که y و x بردارهای بین فاصله تعریف کردن با

داریم: X در zو y ،x بردار سه هر برای

‖x− y‖ = ‖x− z + z − y‖

≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖.

بین معروف نامساوی ی زیرا م شود، نامیده مثلث نامساوی ،(١. ٣) توسیع با نامساوی، این

فضای م دهد. تعمیم را هستند z و y ،x نقاط رئوس شان که صفحه در مثلث ی اضلاع

و تعریف شده ‖.‖ نرم توسط توپولوژی که است، توپولوژی فضای ی X داخل ضرب

است. شده گرفته 〈., .〉 داخل ضرب فضای از



داخل١٩ ضرب فضای ١. ٢

بردارهای داخل ضرب Rn در الف) .١. ٢. ٣ مثال

x = (x١, ..., xn), y = (y١, ..., yn)

به وسیلۀ

〈x, y〉 = x١y١ + ...+ xnyn (۴ .١)

به دارد اشاره که م شود تعریف

‖x‖ =
√
x٢١ + · · ·+ x٢n.

که داریم توجه است. n‐بعدی اقلیدس فضای مشابه Rn برداری فضای توپولوژی، این در

c(x١y١ + مانند دارد، وجود 〈x, y〉 داخل ضرب تعریف کردن برای ری دی انتخاب های

ci > ٠ ،i هر به ازای که c١x١y١ + ...+ cnxnyn یا است مثبت عدد c که · · ·+ xnyn)

داخل ضرب فضای اما م کنند صدق هم ١. ٢. ١ تعریف شرایط حالت دو از هری در

نیست. اقلیدس درکل

م کنیم: تعریف Cn در ب)

〈z,w〉 = z١w١ + ...+ znwn (۵ .١)

درنتیجه، .z, w ∈ Cn زوج هر برای

‖z‖ =
√

| z١ |٢ + · · ·+ | zn |٢.



داخل ضرب ٢٠فضای

است: C([a, b]) روی داخل ضرب تعریف برای معمول انتخاب ی ١. ٢. ١ رابطۀ ج)

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)dx, f, g ∈ C([a, b]), (۶ .١)

به طوری که

‖f‖ = ∫ b

a

| f(x) |٢ dx١/٢.

آنکه شرط به را داخل ضرب (۴) تا (١) ویژگ های که است ساده مسئلۀ ی این

بررس برای کنیم. بررس است، مختلط C(a, b) یا Cn برداری فضای وقت که F = C

،x ∈ [a, b] هر به ازای که دهیم نشان باید (ج)، ١. ٢. ٣ مثال برای (۴) ∫)شرط b

a

| f(x) |٢ dx
)١/٢

= ٠ ⇔ f(x) = ٠.

خاصیت از ول است. بدیه حالت(⇐) در اثبات کنیم، بررس را (⇒) است، کاف تنها ما

باشد، پیوسته [a, b] روی φ اگر م شود: حاصل نتیجه این نامنف و پیوسته توابع معروف

به ازای | f |٢ چون ببینید). را [١] مثال (برای φ = ٠ آن گاه ،
∫ b

a
φ(x)dx = ٠ و ،φ ≥ ٠

داریم: است، نامنف و پیوسته [a, b] روی f ∈ ([a, b]) هر

‖f‖ = ٠ ⇒
∫ b

a

| f(x) |٢ dx = ٠ ⇒| f |٢= ٠ ⇒ f = ٠.

تعریف شده ١. ٢. ٢ نوع از داخل ضرب روی که تابع فضاهای با ما مطالعه، این در

ضرب این م آید، به دست ‖.‖ نرم از که توپولوژی ساختار بر افزون داریم. سروکار است،

م دهد گسترش را مطلوب مفاهیم برخ که م کند القا هندس ساختار با فضایی داخل

مورد (١. ٣) بخش در فضا این . نامتناه بعد با فضا به اقلیدس فضای از تعامد، مانند



داخل٢١ ضرب فضای ١. ٢

م دهیم. قرار بررس مورد را Rn اقلیدس فضای ما اینجا در م گیرد. قرار بررس

قضیۀ در داخل ضرب هر برای را مثلث نامساوی و شوارتز ‐ کوش نامساوی ما اگرچه

Rn در مستقیم به طور را نامساوی این م توانیم همچنین، کردیم، ثابت آن نتیجۀ و ١. ٢. ٢

م گیریم: نظر در را زیر نامساوی آوریم. به دست

(a− b)٢ = a٢ − ٢ab+ b٢ ≥ ٠ (١. ٧)

کنید: فرض است. برقرار b و a حقیق اعداد زوج هر برای که

a =
xi√

x٢١ + ...+ x٢n

, b =
yi√

y٢١ + ...+ y٢i

, xi, yi ∈ R.

به دارد اشاره ١. ٧ آن گاه ،
∑n

j=١ y
٢
i 6= ٠ و

∑n
j=١ x

٢
j 6= ٠ اگر

xiyi√∑
x٢j

√∑
y٢j

≤ ١
٢

x٢i∑
x٢j

+
١
٢

y٢i∑
y٢j
,

راست سمت ،n تا ١ از i روی جمع کردن از پس است. n تا ١ از j اندیس روی مجموع که

م آوریم: به دست و م شود تبدیل ی به نامساوی این

∑
xiyj ≤

√∑
x٢i

√∑
y٢j .

بنابراین، است. معتبر نیز yj و xi منف و مثبت علامت های از نظر صرف نامساوی این

بنویسیم: م توانیم

|
∑

xiyj |≤
√∑

x٢i

√∑
y٢i



داخل ضرب ٢٢فضای

نامساوی چون ول .Rn در y = (y١, ..., yn) 6= ٠ و x = (x١, ..., xn) 6= ٠ هر به ازای

‐شوارتز کوش نامساوی این است، مساوی باشد صفر ‖y‖ یا ‖x‖ از هری

| 〈x,y〉 |≤ ‖x‖‖y‖

م کند. ثابت x,y ∈ Rn هر به ازای را

م شود. نتیجه ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ مثلث نامساوی بی درنگ، رابطه این از

معادلۀ با Rn در y و x ناصفر بردار دو هر بین را θ ∈ [٠, π] زاویۀ اکنون

〈x,y〉 = ‖x‖‖y‖ cos θ

م کنیم. تعریف

منحصربه فرد به طور را θ زاویه این است، ی به ی cos : [٠, π] −→ [−١, ١] تابع چون

x 6= ٠ با م کند. تعریف Rو٣ R٢ دوی هر در y و x بین زاویه معمول تعریف با موافق و

y 6= ٠ و

〈x,y〉 = ٠ ⇔ cos θ = ٠,

را زیر تعریف درنتیجه، باشند. متعامد که است x,y ∈ Rn بردار های برای شرط این که

م پذیریم.

X ، داخل ضرب فضای در y و x غیرصفر بردارهای از زوج ی به الف) .۴ .١. ٢ تعریف

مجموعۀ بیان م شود. x⊥y با نمادین به طور که 〈x,y〉؛ = ٠ اگر م شود، گفته متعامد

باشد. متعامد ν در زوج هر اگر هستند، متعامد X در ν غیرصفر بردارهای

.‖x‖ = ١ ،x ∈ ν هر به ازای هرگاه م نامیم، ه ی متعامد را ν ⊆ X متعامد مجموعۀ ب)



داخل٢٣ ضرب فضای ١. ٢

با: م شود معین Rn اقلیدس فضای در متعامد مجموعۀ از رایج مثال

e١ = (١, ٠, ..., ٠),

e٢ = (٠, ١, ..., ٠),

...

en = (٠, ..., ٠, ١),

م دهد. یل تش Rn از پایه ی دیده ایم، این از پیش که همان طور که

بردارهای اگر ، کل حالت در

x١,x٢, · · · ,xn (١. ٨)

آن، دیدن برای خط اند. مستقل لزوماً آنها آن گاه باشند، متعامد X داخل ضرب فضای در

کنید فرض

a١x١ + ...+ anxn = ٠, ai ∈ F,

به ازای زیرا م گیریم. نظر در ١ ≤ k ≤ n ، xk با را معادله این طرفین داخل ضرب و

ak〈xk,xk〉 = و k ∈ {١, ٢, · · · , n} م آوریم به دست ،〈xi,xk〉 = ٠ ،i 6= k هر

.ak = ٠ ،k هر به ازای درنتیجه، .ak||xk||٢ = ٠

{xi/‖xi‖ : ١ ≤ i ≤ n} ۀ ی متعامد مجموعۀ نرمش، بر (١. ٨) در بردار هر تقسیم کردن با

م آوریم. به دست را

آن م توانیم باشد. Rn در برداری x که کنید فرض و برگردید Rn اقلیدس فضای به



داخل ضرب ٢۴فضای

با {e١, ..., en} پایۀ برحسب را

x =
n∑

i=١

aiei (١. ٩)

خاصیت از استفاده با و ek با (١. ٩) معادلۀ داخل ضرب گرفتن نظر در با دهیم. نمایش

،{ei} ۀ ی متعامد

〈x, ek〉 = ak, k ∈ {١, · · · , n},

فرمول با Rnدر x بردار هر که است معن این به و م کند تعیین را (١. ٩) در ai ضرایب این

م شود: داده نمایش زیر

x =
n∑

i=١

〈x, ei〉ei.

ei جهت در تصویر بردار 〈x, ei〉ei و م شود نامیده ei روی x تصویر 〈x, ei〉 عدد

آن گاه باشند، X داخل ضرب فضای در y و x غیرصفر بردارهای اگر ، به طور کل است.

بردار و است y روی x تصویر 〈x,y〉/‖y‖

〈x, y

‖y‖
〉 y

‖y‖
=

〈x,y〉
‖y‖٢

y

است. y امتداد در x تصویر بردار

ضرب فضای در بردارها از خط مستقل مجموعۀ ی {x١, ...,xn} که کنید فرض

دهیم؟ یل تش مجموعه این از بیرون متعامد مجموعۀ ی م توانیم آیا داریم. X داخل

{y١, ...,yn} متعامد مجموعۀ ی ساختن برای را گرام‐اشمیت روش مطلب، ادامۀ در

م دهیم. انجام بردارها از تعداد همان داشتن با {xi} از بیرون



داخل٢۵ ضرب فضای ١. ٢

دهید: قرار نخست

y١ = x.

م آید: به دست x٢ از y١ جهت در x٢ بردار تصویر کم کردن از دوم بردار

y٢ = x٢ −
〈x٢,y١〉
‖y٢‖١

y١.

است: y٢ و y١ جهت های از x٣ تصویر منهای x٣ با برابر سوم بردار

y٣ = x٣ −
〈x٣,y١〉
‖y٢‖١

y١ −
〈x٣,y٢〉
‖y‖٢

y٢.

داریم: روند، این ادامۀ با

yn = xn −
〈xn,y١〉
‖y٢‖١

y١ − ...− 〈xn,yn−١〉
‖yn−٢‖١

yn−١,

است. متعامد {y١, ...,yn} مجموعۀ که دهد نشان م تواند خواننده درنتیجه،

تمرین  ها

تساوی شرایط چه با است. شده داده داخل ضرب فضای در y و x بردار دو .١. ٨

نباشد، متعامد بردارها اگر حت تساوی این آیا است؟ برقرار ‖x+y‖٢ = ‖x‖٢ + ‖y‖٢

است؟ برقرار

است. داخل ضرب فضای ی X که ،x,y ∈ X کنید فرض .١. ٩

نیز x − y و x + y که کنید ثابت باشند، خط مستقل y و x بردارهای اگر الف)



داخل ضرب ٢۶فضای

خط اند. مستقل

متعامدند؟ x− y و x+ y زمان چه باشند، ناصفر و متعامد y و x اگر ب)

با است. −١ ≤ x < ١ ،φ٣(x) = x٢ ،φ٢(x) = x ،φ١(x) = ١ کنید فرض .١. ١٠

کنید: محاسبه (۶ .١) از استفاده

.〈φ١, φ٢〉 الف)

.〈φ١, φ٣〉 ب)

.‖φ١ − φ٢‖٢ ج)

.‖٢φ١ − ٣φ٢‖ د)

،φ٢(x) = x ،φ١(x) = ١ توابع میان از را [٠, ١] بازۀ  روی متعامد زوج های همۀ .١. ١١

متعامد زیرمجموعۀ  بزرگ ترین نمایید. تعیین φ١(x) = cos ٢πx ،φ٣(x) = sin ٢πx

است؟ {φ١, φ٢, φ٣, φ۴}

f٢(x) = cos x، f١(x) = ١ توابع از هرکدام روی را f(x) = cos٢(x) تصویر .١. ١٢

نمایید. تعیین −π ≤ x ≤ π، f٣(x) = cos ٢x

روش از استفاده با و خط اند مستقل ١. ١٠ تمرین در φ٣, φ٢, φ١ توابع کنید ثابت .١. ١٣

بسازید. را آن به متناظر متعامد مجموعه ی گرام‐اشمیت

ی و خط اند، مستقل [٠, ١] بازۀ روی {١, x, |x|} توابع مجموعۀ که دهید نشان .١۴ .١

وجود [٠, ١] در خط مستقل مجموعه ای آیا بسازید. را آن با متناظر ه ی متعامد مجموعۀ

دارد؟

از مجموعه هر که کنید ثابت دترمینان ها ویژگ و ١. ٣ تمرین نتیجۀ از استفاده با .١۵ .١



٢٧Lفضای٢ ١. ٣

تنها و اگر هستند خط وابستۀ است، حقیق فاصلۀ I ،Cn−١(I) در {f١, ..., fn} توابع

. ٠ ≤ j ≤ n− ١ ، ١ ≤ i ≤ n که باشد det(f (j)
i ) = ٠ ،I روی اگر

متعامدند. [−١, ١] روی زیر توابع که دهید نشان .١۶ .١

φ١(x) = ١, φ٢(x) = x٢ +
١
٣
, φ٣(x) =

{
x/|x|, x 6= ٠
٠, x = ٠ .

کنید. مشخص را متناظر ۀ ی متعامد مجموعۀ

بردار دو هر با x٢ + ax + b تابع که کنید تعیین به گونه ای را bو a ضرایب مقادیر .١. ١٧

باشد. متعامد [٠, ١] روی x− ١ و x+ ١

که دهید نشان ،(۶ .١) معادلۀ توسط داخل ضرب از بیان شده تعریف از استفاده با .١. ١٨

باشد. پیوسته f اینکه ر م ندارد، اشاره f = ٠ به لزوما ‖f‖ = ٠

Lفضای٢ ١. ٣

حقیق بازۀ روی مختلط پیوسته توابع ,C([aاز b]) برداری فضای در g و f تابع دو هر برای

به صورت را داخل ضرب ،Rn مانند ،[a, b]

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)dx, (١. ١٠)

نرم تعریف آن از که م کنیم تعریف

‖f‖ =
√

〈f, f〉 =

√∫ b

a

|f(x)|٢dx (١. ١١)



داخل ضرب ٢٨فضای

‐شوارتز کوش نامساوی که دهیم نشان مستقیم به طور م توانیم همچنین، م شود. نتیجه

داریم: ،f, g ∈ C([a, b]) هر برای است. برقرار C([a, b]) در

∣∣∣∣| |f |‖g‖
− |g|

‖g‖

∣∣∣∣ |٢ = ∫ b

a

[
|f(x)|
‖f‖

− |g(x)|
‖g‖

]٢
dx ≥ ٠.

ازاین رو، .‖g‖ 6= ٠ و ‖f‖ 6= ٠ که م کنیم فرض

∫ b

a

|f(x)||g(x)|
‖f‖‖g‖

dx ≤ ١
٢‖f‖٢

∫ b

a

|f(x)|٢dx+ ١
٢‖g‖٢

∫ b

a

|g(x)|٢ = ١

=⇒ 〈|f |, |g|〉 ≤ ‖f‖‖g‖.

انتگرال نوایی ی ویژگ از استفاده با

∣∣∣∣∫ b

a

φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|φ(x)|dx.

که م گیریم نتیجه بنابراین،

|〈f, g〉| ≤ 〈|f |, |g|〉 ≤ ‖f‖‖g‖.

تساوی به و است معتبر همچنان نامساوی باشد، ‖g‖ = ٠ یا ‖f‖ = ٠ از هرکدام اگر

مثلث نامساوی م شود. تبدیل

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖

م آید. به دست fg + fg = ٢Refg ≤ ٢|fg| رابطۀ از به آسان

اندازه ی به عنوان م تواند ‖f−g‖ نامنف عدد شد، مشاهده این از پیش که همان طور



٢٩Lفضای٢ ١. ٣

داریم وضوح به حالت این در شود. گرفته نظر در f, g ∈ C([a, b]) توابع بین فاصلۀ از

که است پیوسته توابع مزیت این باشد. [a, b] روی f = g اگر تنها و اگر ،‖f − g‖ = ٠

مثل بپذیریم، را ناپیوسته توابع اگر زیرا داریم، سروکار آن با

h(x) =

{
١, x = ١
٠, x ∈ (١, ٢] , (١. ١٢)

.h 6= ٠ حال که در ،‖h‖ = ٠ آن گاه

همان طور نیست، مطالعه ادامۀ برای مناسب داخل ضرب ,C([aفضای b]) این، وجود با

دنباله ی اگر ، یعن . نیست بسته حد عملیات تحت م دهیم، نشان بعدی بخش در که

حد کرد) خواهیم تعریف ۴ .١ بخش در که (به صورت باشد را هم C([a, b]) در توابع از

روی را پیوسته توابع فضای که داریم نیاز ما بنابراین، نباشد. C([a, b]) در است ن مم آن

را آن بزرگ تر، فضای این در ول کنیم، بزرگ تر ل مش این از جلوگیری منظور به [a, b]

داخل ضرب که بپذیریم م توانیم را توابع تنها م نامیم. X([a, b])

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)dx

‐شوارتز کوش نامساوی حال باشد. تعریف شده f, g ∈ X([a, b]) زوج دو هر برای

وجود ‖g‖ و ‖f‖ اگر g و f داخل ضرب که م کند تضمین |〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖

بخواهیم اگر باشند). انتگرال پذیر |g|٢ و |f |٢ اگر (یعن است خوش تعریف باشند، داشته

شوند، تفسیر لب انتگرال به عنوان انتگرال ها اگر است، درست فقط این شویم، دقیق

را ١. ٢١ (تمرین نم کنند تضمین را fg ریمان انتگرال پذیری ،g٢ و f ٢ ریمان انتگرال پذیری

ریمان مفهوم به ول انتگرال پذیرند لب مفهوم به که را توابع مطالعه، این در ول ببینید)،



داخل ضرب ٣٠فضای

گسترش و ریمان انتگرال هدف مان، به رسیدن برای نم گیریم. نظر در نیستند، انتگرال پذیر

توابع از باید هستیم، آن پی در ما که X([a, b]) فضای است. کاف ناسره انتگرال های به آن

باشد. شده ترکیب است، انتگرال پذیر [a, b] روی f ٢ که f

به طوری که f : [a, b] → C توابع مجموعۀ نشان دادن برای L٢(a, b) نماد از

∫ b

a

|f(x)|dx <∞

م کنیم. استفاده

مثلث نامساوی از م توانیم ما ،L٢(a, b) روی ١. ١١ نرم و ١. ١٠ داخل ضرب تعریف با

آوردن به دست برای

‖αf + βg‖ ≤ ‖αf‖+ ‖βg‖

= |α|‖f‖+ |β|‖g‖

کنیم. استفاده α, β ∈ C ،f, g ∈ L٢(a, b) هر به ازای

فضای L٢(a, b) بنابراین، .αf + βg ∈ L٢(a, b) آن گاه ،f, g ∈ L٢(a, b) اگر ازاین رو،

و م شود تبدیل داخل ضرب فضای ی به ،١. ١٠ داخل ضرب با که است، خط برداری

است. سره زیرفضای ی به عنوان C([a, b]) شامل

،x ∈ [a, b] نقطۀ هر در که نیست معنا این به لزوماً ‖f‖ = ٠ تساوی L٢(a, b) در

نقاط از متناه تعداد ی روی تقریباً f(x) = ٠ حالت که در مثال، برای باشد. f(x) = ٠

برابر I حقیق فاصلۀ روی نقطه به نقطه f که م گوییم .‖f‖ = ٠ داریم وضوح به [a, b] در

،L٢(a, b) در که م گوییم ،‖f‖ = ٠ اگر .f(x) = ٠ ،x ∈ I هر برای هرگاه است، صفر



٣١Lفضای٢ ١. ٣

نه ول است، صفر برابر L٢(I) در (١. ١٢) در تعریف شده h تابع بنابراین، است. f = ٠

هری که م دهد نشان را توابع از هم ارزی کلاس ی ،L٢(I) در صفر تابع نقطه  به نقطه.

است واضح است، عضو ی فقط است صفر برابر نقطه ای که تابع دارد. صفر نرم آنها از

L٢(I) در که g و f تابع دو که گوییم مشابه، به طور است. کلاس آن از پیوسته، عضو فقط

روی نم توانند g و f اگرچه ،‖f − g‖ = ٠ هرگاه هستند، برابر L٢(I) در دارند قرار

همه جا تقریبا g و f که م شود گفته اندازه نظریۀ اصطلاحات در باشند. برابر نقطه ای I

توابع از هم ارزی کلاس های از ساخته شده درحقیقت L٢(a, b) فضای ازاین رو، است. برابر

برابرند. همه جا در تقریباً که توابع ، یعن ،L٢(a, b) به طوری که است، تعریف شده

به طور ی که f : [a, b] → C توابع خط فضای نشان دادن برای L٢(a, b) نماد از تاکنون ما

فاصلۀ تعویض تاثیر تحت انتگرال این چون ول کردیم، استفاده باشد،
∫ b

a
|f(x)|dx <∞

L٢((a, b]) ،L٢([a, b)) بر منطبق L٢(a, b) نیست، (a, b) یا (a, b] ،[a, b) با [a, b] بستۀ

باشد کران دار انتها دو هر یا ی در که نیست نیازی (a, b) فاصلۀ م شود. L٢((a, b)) و

چنین در داریم. را L٢(−∞,∞) = L٢(R) و L٢(−∞, b) ،L٢(a,∞) بنابراین، و

به عنوان (a, b) روی را |f |٢ انتگرال است، غیرکران دار تابع که حالت مثل حالت هایی،

فاصلۀ وقت که L٢ م نویسیم سادگ برای وقت ها گاه م کنیم. تفسیر ناسره ریمان انتگرال

نم شود. مربوط بحث به یا نیست، مشخص مربوطه

کنید. محاسبه را آن نرم و تعیین را است L٢ به متعلق که تابع هر .١. ٣. ١ مثال

(١) h(x) =

{
١, ٠ ≤ x < ١/٢
٠, ١/٢ ≤ x ≤ ١

(٢) f(x) = ١/
√
x, ٠ < x < ١.
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(٣) f(x) = ١/ ٣
√
x, ٠ < x < ١.

(۴) f(x) = ١/x, ١ < x <∞.

حل:

(١)

‖f‖٢ =
∫ ١

٠
f ٢(x)dx =

∫ ١

٠
dx =

١
٢

.‖f‖ = ١/
√
٢ و f ∈ L٠)٢, ١) بنابراین،

(٢)

‖f‖٢ =
∫ ١

٠

١
x
dx = lim

ε→٠+

∫ ١

ε

١
x
dx = lim

ε→٠+
= − lim

ε→٠+
log ε = ∞

⇒ f /∈ L٠)٢, ١).

(٣)

‖f‖٢ =
∫ ١

٠

١
x٢/٣

dx = lim
ε→٠+

١)٣− ε١/٣) = ٣

⇒ f ∈ L٠)٢, ١), ‖f‖ =
√
٣.

(۴)

‖f‖٢ =
∫ ∞

١

١
x٢
dx = lim

b→∞
−(

١
b
− ١) = ١

⇒ f ∈ L(∞,١)٢, ‖f‖ = ١.
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فضای در {١, cosx, sinx, cos ٢x, sin ٢x, · · · } توابع از نامتناه مجموعۀ مثال١. ٣. ٢.

در زوج هر از داخل ضرب محاسبه با که متعامدند، L٢(−π, π) حقیق داخل ضرب

م شود. حاصل مجموعه

〈١, cosnx〉 =
∫ π

−π

cosnxdx = ٠, n ∈ N,

〈١, sinnx〉 =
∫ π

−π

sinnxdx = ٠, n ∈ N.

〈cosnx, cosmx〉 =
∫ π

−π

cosnx cosmxdx

=
١
٢

∫ π

−π

[cos(n−m)x+ cos(n+m)x]dx

=
١
٢
[

١
n−m

sin(n−m)x+
١

n+m
sin(n+m)x]|π−π

= ٠, n 6= m.

〈sinnx, sinmx〉 =
∫ π

−π

sinnx sinmxdx

=
١
٢

∫ π

−π

[cos(n−m)x− cos(n+m)x]dx

= ٠, n 6= m.

〈cosnx, sinmx〉 =
∫ π

−π

cosnx sinmxdx = ٠, n,m ∈ N,

این، بر افزون است. فرد تابع cosnx sinmx زیرا

‖١‖ =
√
٢π
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‖cosnx‖ = [

∫ π

−π

cos٢ nxdx]١/٢ =
√
π

‖sinnx‖ = [

∫ π

−π

sin٢ nxdx]١/٢ =
√
π, n ∈ N.

مجموعۀ بنابراین،

{ ١√
٢π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
,
cos ٢x√

π
,
sin ٢x√

π
, · · · },

L٢(−π, π) در است، آمده به دست نرم شان توسط متعامد مجموعۀ در تابع هر تقسیم کردن با که

است. ه ی متعامد

توابع مجموعۀ .١. ٣. ٣ مثال

{einx : n ∈ Z} = {· · · , e−i٢x, e−ix, ١, eix, ei٢x, · · · }

داریم: n 6= m هر به ازای زیرا متعامدند، L٢(−π, π) مختلط فضای در

〈einx, eimx〉 =
∫ π

−π

einxeimxdx

=

∫ π

−π

einxe−imxdx

=
١

i(n−m)
ei(n−m)x |π−π= ٠.

با مجموعه این در توابع تقسیم کردن با

‖einx‖ =

[∫ π

−π

einxeinxdx

]١/٢
=

√
٢π, n ∈ Z,

متناظر ۀ ی متعامد مجموعۀ

{ ١√
٢π
einx : n ∈ Z}
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م آید. به دست

f, g ∈ C(a, b) تابع دو داخل ضرب باشد، (a, b) روی مثبت پیوسته تابع ی ρ اگر

به صورت را ρ وزن تابع به نسبت

〈f, g〉ρ =
∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx, (١. ١٣)

١. ٢. ١ تعریف در که همان گونه را داخل ضرب ویژگ های همۀ بررس و م کنیم تعریف

متعامدند، ρ وزن تابع به نسبت g و f م گوییم م کنیم. واگذار خواننده به است، شده معین

القاشدۀ نرم باشد. 〈f, g〉ρ = ٠ هرگاه

‖f‖ρ =
[∫ b

a

|f(x)|٢ρ(x)dx
]١/٢

صدق مثلث نامساوی و ‐شوارتز کوش نامساوی همراه به ،١. ١١ نرم ویژگ های همۀ در

(a, b) که ،f : (a, b) → C توابع مجموعۀ همۀ نشان دادن برای L٢
ρ(a, b) از ما م کند.

به این م کنیم. استفاده ‖f‖ρ < ∞ به طوری که باشد، نامتناه یا متناه است ن مم

.ρ ≡ ١ که است خاص حالت L٢(a, b) و است داخل ضرب فضای وضوح

تمرین ها

کنید. ثابت f, g ∈ L٢(a, b)هر برای را ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ مثلث نامساوی .١. ١٩

بررس [٠, ١] روی g(x) = x و f(x) = ١ توابع برای را ‐شوارتز کوش نامساوی .١. ٢٠

کنید.
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با [٠, ١] روی g و f توابع کنید فرض .١. ٢١

f(x) =

{
١, x ∈ Q

⋂
[٠, ١]

−١, x ∈ Qc
⋂

[٠, ١] , g(x) = ١, x ∈ [٠, ١] هر برای

[٠, ١] روی gو٢ f ٢ که دهید نشان است. گویا اعداد مجموعه Q که باشد تعریف شده

نیست. fg ول است ریمان انتگرال پذیر

کنید. محاسبه را نرم شان و دارد تعلق L(∞,٠)٢ به زیر توابع از کدام ی کنید تعیین .١. ٢٢

(١)e−x, (٢) sin x, (٣)
١

١+ x
, (۴)

١
٣
√
x

〈f, g〉 = که کنید ثابت باشند، L٢(a, b) روی مثبت و پیوسته توابع g و f اگر .١. ٢٣

باشند. خط وابستۀ g و f اگر تنها و اگر ‖f‖‖g‖

است، برقرار L٢(a, b) در ‖f +g‖ = ‖f‖+‖g‖ برابری آن تحت که را شرایط .٢۴ .١

کنید. بررس

گیرد. قرار L٠)٢, ١) در xα که کنید تعیین طوری را α حقیق مقدار .٢۵ .١

گیرد. قرار L(∞,١)٢ در xα که کنید تعیین طوری را α حقیق مقدار .٢۶ .١

که کنید ثابت باشد، داشته وجود limx→∞ f(x) و f ∈ L(∞,٠)٢ اگر .١. ٢٧

.limx→∞ f(x) = ٠

باشد، f ∈ L٢(a, b) اگر که دهید نشان است، متناه (a, b) فاصلۀ  کنید فرض .١. ٢٨

روی | f | به طوری که f تابع ی از مثال ی با دارد. وجود
∫ b

a
| f(x) | dx انتگرال آن گاه

است. نادرست آن عکس که دهید نشان f /∈ L٢(a, b) ول است، انتگرال پذیر (a, b)

کنید ثابت باشد، انتگرال پذیر | f | و باشد کران دار f : [٠,∞) → R تابع اگر .١. ٢٩



توابع٣٧ دنبالۀ ۴ .١

[٠,∞) روی که L(∞,٠)٢ در کران دار تابع ی از مثال ی با .f ∈ L(∞,٠)٢ که

است. نادرست آن عکس که دهید نشان نیست انتگرال پذیر

متعامد توابع از خط ترکیب ی به صورت را sin٣(x) تابع ،L٢(−π, π) در .١. ٣٠

کنید. بیان {١, cosx, sinx, cos ٢x, sin ٢x, · · · }

‖f‖ = ٢ و 〈f, x٢ + ١〉 به طوری که تعریف کنید، f ∈ L١−)٢, ١) تابع ی .١. ٣١

باشد.

به x برحسب چندجمله ای هر که کنید ثابت است. شده داده p(x) = e−x ١. ٣٢.تابع

دارد. تعلق L٢
ρ(٠,∞)

،ρ ≥ σ ≥ ٠ ،(a, b) روی به طوری که باشند وزن تابع دو σ و ρ اگر که دهید نشان .١. ٣٣

.L٢
ρ(a, b) ≤ L٢

σ(a, b) آن گاه

توابع دنبالۀ ۴ .١

پیش نیازهایی بخش این و دارد سروکار توابع سری و دنباله با کتاب این موضوع های از بسیاری

با خواننده که م کنیم فرض م دهد. ارائه داریم، نیاز آنها رایی هم ویژگ های برای که را

گنجانده پیشرفته محاسبات در معمولا که سری هایی و عددی دنباله های مقدمات نظریۀ

است. آشنا شده،

تعریف شده fn : I → F مختلط) یا (حقیق تابع n ∈ N هر برای که کنید فرض

(fn : n ∈ N) توابع از دنباله ی م گوییم صورت این در داریم. I حقیق فاصلۀ روی

(fn(x) : n ∈ N) اعداد دنباله ،x ∈ I ثابت هر برای علاوه، به داریم. I روی تعریف شده
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f : I → F تابع I به متعلق x هر برای حال راست. هم F در حدی به n → ∞ وقت

با را

f(x) = lim
x→∞

fn(x) (١۴ .١)

N مثبت صحیح عدد ،ε مثبت عدد هر برای که است آن معنای به این م کنیم. تعریف

باشیم: داشته به طوری که دارد وجود

n ≥ N ⇒ | fn(x)− f(x) | < ε. (١۵ .١)

f تابع .N = N(ε, x) ازاین رو دارد، بستگ ε و x نقطه به N که باشید داشته توجه

م شود. نامیده (fn) دنبالۀ نقطه ای حد ،(١۴ .١) معادلۀ در تعریف شده

که م شود را هم f : I → F تابع به نقطه ای fn : I → F توابع دنبالۀ .١ .۴ .١ تعریف

نماد های با

lim
n→∞

fn = f, lim fn = f, یا fn → f

.limn→∞ fn(x) = f(x) ،x ∈ I هر به  ازای هرگاه م دهیم، نشان

،x ∈ R هر به ازای ،fn(x) = ١
n
sinx کنید فرض (١) .٢ .۴ .١ مثال

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

١
n
sinx.

است. x ∈ R ،f(x) = ٠ توابع، دنبالۀ این نقطه ای حد

،x ∈ [٠, ١] هر به ازای (٢)

fn(x) = xn →
{

٠, ٠ ≤ x < ١
١, x = ١ .
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تابع حد ازاین رو،

f(x) =

{
٠, ٠ ≤ x < ١
١, x = ١, (١۶ .١)

است. شده داده نشان ١. ١ ل ش در که است

،x ∈ [٠,∞) هر به ازای (٣)

fn(x) =
nx

١+ nx
→ f(x) =

{
٠, x = ٠
١, x > ١.

.fn(x) = xn دنباله :١. ١ ل ش

م کنیم: تعریف زیر به صورت را fn : [٠, ١] → R دنباله ،n ∈ N هر به ازای .٣ .۴ .١ مثال

fn(x) =


٠, x = ٠
n, ٠ < x ≤ ١

n

٠, ١
n
< x ≤ ١

.

x > ٠ اگر است. fn(٠) = ٠ ،n هر به ازای که کنید توجه ابتدا ،f حد تعیین برای

حالت این در که ، ١
N
< x به طوری که دارد وجود N صحیح عدد آن گاه باشد،

n ≥ N ⇒ ١
n
≤ ١
N
< x⇒ fn(x) = ٠.
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ببینید). را ١. ٢ ل (ش fn → ٠ بنابراین،

ε > ٠ هر برای اگر که معنا این به نباشد، وابسته x به (١۵ .١) رابطۀ در N عدد اگر

fn(x) :١. ٢ ل ش

x ∈ I هر به ازای به طوری که باشد داشته وجود N = N(ε) صحیح عدد

n ≥ N ⇒ | fn(x)− f(x) | < ε, (١. ١٧)

نوشتن با نقطه  ای رایی هم از را آن ما و م شود نواخت نامیده ی fn → f رایی هم آن گاه

به صورت آن

fn u−→f

م کنیم. متمایز

م شویم. یادآور را زیر موارد و برم گردیم ٢ .۴ .١ مثال به

،x ∈ R هر به ازای چون (١)

| fn(x)− ٠ |=| ١
n
sinx | ≤ ١

n
,
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R روی بنابراین، کرد. خواهد صدق (١. ١٧) در ١
ε

از بزرگ تر N انتخاب هر که م بینیم

١
n
sinx u−→٠.

زیرا نیست، نواخت ی ،[٠, ١) روی xn → ٠ رایی هم (٢)

n ≥ N ⇒| xn − ٠ |= xn < ε

[٠, n
√
ε)روی تنها ول کند، صدق نم تواند باشد، ٠ < ε < ١ اگر [٠, ١) فاصلۀ تمام روی

f که ،fn → f رایی هم ازاین رو .xn > ε ،x ∈ ( n
√
ε, ١) هر به ازای زیرا است؛ برقرار

نیست. نواخت ی است، شده معین (١. ١٧) در

رایی هم (٣)

nx

١+ nx
→ ١, x ∈ (٠,∞)

نامساوی زیرا نیست، نواخت ی

| nx

١+ nx
− ١ |= ١

١+ nx
< ε

نیست.  برقرار باشد، ٠ < ε < ١ اگر (٠, (١− ε)/nε] در x مقادیر برای

fn → f نقطه ای رایی هم وضوح به fn u−→f نواخت ی رایی هم .١ .۴ .۴ .١ تبصره

fn دنبالۀ ی نواخت ی رایی هم بخواهیم وقت ازاین رو، برعکس). نه (ول م دهد نتیجه

باشد. نقطه ای حد همیشه باید fn نواخت ی حد برای f تابع کنیم، بررس را

cε با را ε مثبت عدد و ≤ با را < رابطۀ م توانیم (١. ١٧) و (١۵ .١) نامساوی در .٢
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ندارد). وابستگ n (به است مثبت ثابت c که کنیم، عوض

با است معادل x ∈ I هر به ازای | fn(x)− f(x) | ≤ ε چون .٣

sup
x∈I

| fn(x)− f(x) | ≤ ε.

داشته وجود N صحیح عدد ε > ٠ هر برای اگر تنها و اگر ،I روی fn u−→f که م بینیم

به طوری که باشد؛

n ≥ N ⇒ sup
x∈I

| fn(x)− f(x) | ≤ ε,

گزارۀ با معادل که

sup
x∈I

| fn(x)− f(x) | → ٠, n→ ∞ (١. ١٨)

است.

که، م بینیم ٢ .۴ .١ مثال دنبالۀ روی نواخت ی رایی هم برای (١. ١٨) ضابطۀ از استفاده با

(١) در

sup
x∈R

| ١
n
sinx | ≤ ١

n
→ ٠.

داریم ،(٣) و (٢) در م شود. تاًیید صفر به sin nx
n

نواخت ی رایی هم بنابراین،

sup
x∈[٠,١]

| xn − f(x) | = sup
x∈[٠,١)

xn = ١ ↛ ٠,

sup
x∈[٠,∞)

| nx

١+ nx
− f(x) | = sup

x∈(٠,∞)

(١− nx

١+ nx
) = ١ ↛ ٠.
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نیست. را هم نواخت ی به طور دنباله ها از هیچ ی ازاین رو،

به ،( sinnx
n

) اول، مورد تنها هستند، پیوسته ٢ .۴ .١ مثال در بحث شده دنبالۀ سه هر اگرچه

را پیوستگ خاصیت نواخت ی رایی هم اینکه به دارد اشاره این راست. هم پیوسته حد ی

مشتق گیری یا انتگرال گیری عملیات م توان شرایط چه در بدانیم است جالب م کند. حفظ

،I روی آیا ر، دی بیان به کرد. تعویض حدگیری عملیات با ∫را
I

lim fn(x)dx = lim

∫
I

fn(x)dx

یا

(limfn(x))
′ = lim f ′

n(x)

است؟ صحیح

فراهم را تساوی ها این درست برای کاف شرایط که است آمده زیر قضیۀ در پرسش پاسخ

[١] مراجع در آن اثبات که است کلاسی حقیق آنالیز در استاندارد نتیجۀ  ی این م کند.

م شود. یافت [١۴] و

روی نقطه به نقطه که I فاصلۀ روی تعریف شده توابع دنبالۀ  (fn) کنید فرض .۵ .۴ .١ قضیه

م شود. را هم f به I

است. پیوسته I روی f آن گاه fn u−→f و باشد پیوسته ،n هر به ازای fn اگر (١)

انتگرال پذیر I روی f آن گاه ،fn u−→f و کران دار I و انتگرال پذیر n هر به ازای fn اگر (٢)

و ∫است
I

f(x)dx = lim

∫
I

fn(x)dx.
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نواخت ی به طور I روی f ′
n و باشد کران دار I و مشتق پذیر I روی fn ،n هر به ازای اگر (٣)

روی و است، مشتق پذیر I روی f راست، هم f به نواخت ی به طور fn آن گاه باشد، را هم

.f ′
n u−→f ′ ،I

نقطه هر در fn که ضعیف تری شرط با را I روی fn نقطه ای رایی هم اگر .۶ .۴ .١ تبصره

م ماند؛ باق درست ۵ .۴ .١ قضیۀ از (٣) بخش کنیم، تعویض م شود را هم I در منفرد

fn تا f ′
n از که است انتگرال گیری ثابت های رایی هم تضمین برای تنها شرط چنین چون

م روند.

بخش در صفر به sin nx
n

نواخت ی رایی هم که م بینیم برم گردیم، ٢ .۴ .١ مثال به

م کند. صدق R در کران دار فاصلۀ هر روی (٢) همچنین، م کند. صدق ۵ .۴ .١ قضیۀ (١)

دنبالۀ تاوقت که (٣) ول

d

dx
(
١
n
sinnx) = cosnx

حد ول است، پیوسته n هر به ازای [٠, ١] روی (xn) دنبالۀ  نم کند. صدق نیست، را هم

برای سان ی نتیجۀ نیست. نواخت ی رای هم زیرا است، سازگار (١) شرط با این ندارد.

م رود. به کار nx
(١+nx)

دنبالۀ

داریم: ،n ∈ N هر به ازای ٣ .۴ .١ مثال در

∫ ١

٠
fn(x)dx =

∫ ١
n

٠
ndx = ١

⇒ lim

∫ ١

٠
fn(x)dx = ١
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درحال که

lim

∫ ١

٠
fn(x)dx = ٠.

که واقعیت این با زیرا نیست، نواخت ی fn → ٠ رایی هم که است آن معنای به این

sup
٠≤x≤١

fn = n

ر، دی طرف از است. شده تأیید

lim

∫ ١

٠
xndx = ٠ =

∫ ١

٠
limxndx,

۵ .۴ .١ قضیۀ شرایط همۀ م دهد نشان این نیست. نواخت ی xn → ٠ رایی هم اگرچه

نیست. لازم

مفروض I حقیق بازۀ  روی تعریف شده (fn) مختلط) یا (حقیق توابع از دنباله ی

توسط nامش مجموع جزئ است،

Sn(x) = f١(x) + · · ·+ fn(x) =
n∑

k=١

fk(x), x ∈ I

م شود. ∑تعریف
fk با و م شود نامیده توابع) (از نامتناه سری ی ،I روی تعریف شده Sn توابع دنبالۀ 

(Sn) دنباله اگر است را هم نقطه به نقطه I روی بیان شده سری م شود. داده نمایش

آن، حد م شود. نامیده را هم
∑
fk صورت این در باشد، را هم I روی نقطه به نقطه

سری مجموع

lim
n→∞

Sn(x) =
∞∑
k=١

fk(x), x ∈ I
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درست م یابیم، راحت را مجموعش با را هم سری ی تشخیص وقت ها گاه است.

ی در که سری ی م کنیم. مشخص f(x) مقدارش با را f تابع گاه که همان طور

مطلق به طور I روی
∑
fk سری م شود. گفته واگرا نقطه آن در نم شود، را هم نقطه

به طور I روی و باشد، نقطه ای رای هم I روی
∑

| fk | مثبت سری اگر است، را هم

بررس در باشد. را هم نواخت ی به طور I روی (Sn) دنبالۀ اگر است، را هم نواخت ی

متناظر توابع دنبالۀ رایی هم ویژگ های بر طبیع به طور ما توابع، سری رایی هم ویژگ های

ول است دنباله ی نهایت در سری ی شد، بحث این از پیش که همان طور هستیم. متک

خواننده که م کنیم فرض که م شویم متوسل اعداد سری رایی هم خواص به اغلب ما

آزمون نسبت، آزمون مقایسه، (آزمون رایی هم مختلف آزمون  های مانند است، آشنا آن با

[٣] ([١]یا سری ها p و هندس سری مانند سری هایی رفتار و متناوب) سری آزمون ریشه،

م رسیم. زیر نتیجۀ به سری ها، ۵ .۴ .١ قضیه از استفاده با ببینید). را

است. نقطه به نقطه رای هم I فاصلۀ روی
∑
fn سری کنید فرض .٢ نتیجه

آن گاه باشد، نواخت ی رای هم I روی
∑
fn و پیوسته I روی n هر به ازای fn اگر (١)

است. پیوسته
∑∞

n=١ fn مجموعش

به طور
∑
fn اگر و است، کران دار I باشد، انتگرال پذیر I روی n هر به ازای fn اگر (٢)

و است انتگرال پذیر I روی
∑∞

n=١ fn آن گاه باشد، را هم نواخت ∫ی
I

∞∑
n=١

fn(x)dx =
∞∑
n=١

∫
I

fn(x)dx.

به طور
∑
f ′
n اگر و است، کران دار I باشد، مشتق پذیر I روی ،n هر به ازای fn اگر (٣)

I روی حدش و است را هم نواخت ی به طور
∑
fn آن گاه باشد، را هم I روی نواخت ی
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و است پذیر مشتق

(
∞∑
n=١

fn)
′ =

∞∑
n=١

f ′
n.

ما اگر م کند اشاره سری ها تغییردادن با نواخت ی رایی هم وابستگ به نتیجه، این

باشیم داشته سری ی نواخت ی رایی هم برای تعریف از عمل تر و ساده تر آزمون ی

را کاف شرط که است شده فراهم زیر قضیۀ کم به مساًله این بود. خواهد کم کننده

م کند. معین توابع سری نواخت ی رایی هم برای

است I روی توابع از دنباله ی (fn) کنید فرض وایراشتراس). ‐M (آزمون ٧ .۴ .١ قضیه

x ∈ I هر به ازای به طوری که دارد، وجود Mn اعداد از ( (نامنف دنبالۀ ی که کنید فرض و

،n ∈ N و

| fn(x) |≤Mn.

راست. هم مطلق و نواخت ی به طور I روی
∑
fn آن گاه باشد، را هم

∑
Mn اگر

داریم: n ∈ N و x ∈ I هر به ازای ،ε > ٠ کنید فرض برهان.

|
∞∑
k=١

fk(x)−
n∑

k=١

fk(x) | ≤
∞∑

k=n+١

| fk(x) |

≤
∞∑

k=n+١

Mk.

به طوری که دارد، وجود N صحیح عدد راست، هم
∑
Mk سری چون

n ≥ N ⇒
∞∑

k=n+١

Mk < ϵ.
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،x ∈ I هر به ازای آن گاه

|
∞∑
k=١

fk(x)−
n∑

k=١

fk(x) |< ϵ.

مطلق رایی هم و است نواخت ی رای هم I روی
∑
fk که است آن معنای به تعریف این

م شود. نتیجه Mn با مقایسه توسط

مثلثات سری (١) .٨ .۴ .١ مثال

∑ ١
n٢

sinx

چون راست، هم نواخت ی به طور R روی

|
∑ ١

n٢
sinx |≤ ١

n٢∑∞
n=١ sin

nx
n٢ تابع است، nپیوسته هر رویRبه ازای sin nx

n٢ چون راست. هم
∑ ١

n٢ سری و

متناه فاصلۀ روی سری انتگرال ،٢ نتیجۀ طبق این، بر افزون است. پیوسته R روی نیز

هست، [a, b]∫ b

a

(
∞∑
n=١

١
n٢

sinnx)dx =
∞∑
n=١

١
n٢

∫ b

a

sinnxdx

=
∞∑
n=١

١
n٣

(cosna− cosnb)

≤ ٢
∞∑
n=١

١
n٣
,

مشتقات سری ر، دی طرف از راست. هم که

∞∑
n=١

d

dx
(
١
n٢

sinnx) =
∞∑
n=١

١
n
cosnx
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مضارب انتگرال مانند x مقادیر از برخ در حت درحقیقت، نیست. را هم نواخت ی به طور

بنویسیم: x ∈ R هر به ازای نم توانیم ازاین رو نیست، را هم ٢π

d

dx

∞∑
n=١

(
١
n٢

sinnx) =
∞∑
n=١

١
n
cosnx.

سری دو هر ،M آزمون کم به (٢)

∑ ١
n٣

sinnx

و

∞∑
n=١

d

dx
(
١
n٣

sinnx) =
∞∑
n=١

١
n٢

cosnx

تساوی ازاین رو، هستند. را هم نواخت ی به طور R روی

d

dx

∞∑
n=١

(
١
n٣

sinnx) =
∞∑
n=١

١
n٢

cosnx

است. معتبر R در x هر به ازای

تمرین ها

کنید. محاسبه را دارد وجود آن در که نقطه ای حدهای .٣۴ .١

.x ∈ R ، xn

١+xn الف)

.٠ ≤ x <∞ ، n
√
x ب)

.x ∈ R ،sinnx ج)

کنید. تعیین زیر دنباله های از هری برای نواخت) ی یا (نقطه ای رایی هم نوع .٣۵ .١



داخل ضرب ۵٠فضای

.١٢ ≤ x ≤ ١ ، xn

١+xn الف)

.٠ ≤ x ≤ ٢ ، n
√
x ب)

.٠ ≤ x ≤ ١ ، n
√
x ج)

دنبالۀ رایی هم نوع .٣۶ .١

fn(x) =

{
nx, ٠ ≤ x ≤ ١

n

١, ١
n
≤ x ≤ ١ ,

تساوی آیا که کنید بررس و کنید مشخص را

lim

∫ ١

٠
fn(x)dx =

∫ ١

٠
lim fn(x)dx

است؟ معتبر

دنبالۀ حد .١. ٣٧

fn(x) =

{
nx, ٠ ≤ x < ١

n

n(١− x)(n− ١), ١
n
< x ≤ ١,

کنید. مشخص را رایی هم نوع و کنید محاسبه را

مشخص [٠, ١] روی را fn(x) = nx(١− x٢)n دنباله برای رایی هم نوع و حد .١. ٣٨

کنید.

است، نواخت ی a > ٠ هر به ازای [٠, a] روی x
n+x

→ ٠ رایی هم که کنید ثابت .١. ٣٩

نیست. [٠,∞) روی ول

دنبالۀ .۴١. ٠

fn(x) =

{ ١
n

, | x |< n
٠ , | x | > n,



توابع۵١ دنبالۀ ۴ .١

توضیح و کنید محاسبه را
∫∞
−∞ fn(x)dx حد . fn u−→٠ که دهید نشان است. شده داده

نیست. صفر آن حد چرا دهید

که کنید ثابت باشد، را هم f به [a, b] روی نواخت ی به طور (fn) دنبالۀ اگر .۴١. ١

راست. هم صفر به نواخت ی به طور [a, b] روی ،| fn − f |٢ ازاین رو و ،| fn − f |

که کنید، مشخص را
∑
fn سری رایی هم دامنۀ .۴١. ٢

.fn(x) = ١
n٢+x٢

الف)

.fn(x) = x٢

١+x٢
ب)

R روی
∑
an sinnx که کنید ثابت باشد، را هم مطلق طور به

∑
an سری اگر .۴١. ٣

است. را هم نواخت ی به طور

که کنید ثابت .۴۴ .١

lim
n→∞

∫ (n+١)π

nπ

| sinx |
x

dx = ٠

ناسرۀ انتگرال که یرید ب نتیجه این، از استفاده با و

∫ ∞

٠

sinx

x
dx

و متناوب سری آزمون از راهنمایی: .
∫∞
٠

|sinx|
x
dx = ∞ که دهید نشان دارد. وجود

کنید. استفاده
∑ ١

n
هارمونی سری های واگرایی

سری .۴۵ .١

∞∑
n=٠

anx
n = a٠ + a١x+ a٢x

٢ + · · ·
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راست هم (−R,R) در سری این که م دانیم م شود. نامیده ٠ نقطه در توان سری ی

دهید قرار ببینید). را [١]) واگراست [−R,R] بیرون و

R = [ lim
n→∞

n
√

| an |]−١ = lim
n→∞

| an
an+١

|6= ٠.

به طور توان سری که کنید ثابت M‐وایراشتراس آزمون از استفاده با باشد، R > ٠ اگر

است. R از کمتر مثبت عدد ϵ که راست، هم [−R + ϵ, R + ϵ] روی نواخت ی

تابع که دهید نشان ۴۵ .١ تمرین نتیجۀ از استفاده با .۴۶ .١

f(x) =
∞∑
n=٠

anx
n

است مشتق پذیر نیز (−R,R) روی f که دهید نشان آن گاه است. پیوسته (−R,R) روی

و

f ′(x) =
∞∑
n=١

nanx
n−١.

(−R,R)روی f(x) =
∑∞

n=٠ anx
n توان سری که یرید ب نتیجه ۴۶ .١ تمرین از .۴١. ٧

است. برقرار an = f (n)(٠)
n!

،n ∈ N هر به ازای و است مشتق پذیر مرتبه هر از

مثلثات و نمایی توابع تیلور)، (سری توان سری ۴١. ٧ تمرین نتیجۀ از استفاده با .۴١. ٨

آورید. به دست را R روی

ex =
∞∑
n=٠

xn

n!
,



۵٣L٢ در رایی هم ۵ .١

cosx =
∞∑
n=٠

(−١)n x٢n

(٢n)!
,

sinx =
∞∑
n=٠

(−١)n x٢n+١

(٢n+ ١)!
.

هر به ازای را eix = cos x+ i sinx اویلر فرمول ،۴١. ٨ تمرین نتیجۀ از استفاده با .۴١. ٩

کنید. ثابت i =
√
−١ که x ∈ R

L٢ در رایی هم ۵ .١

یعن سوم نوع اکنون است، شده بحث توابع از دنباله ای برای نواخت ی و نقطه ای رایی هم

م کنیم. بررس را L٢ در رایی هم

تابع هرگاه م شود، گفته L٢ در را هم L٢(a, b) در (fn) توابع دنبالۀ .١ .۵ .١ تعریف

به طوری که باشد، داشته وجود f ∈ L٢(a, b)

lim
n→∞

|fn − f |= ٠, (١. ١٩)

به طوری که باشد، داشته وجود N صحیح عدد ی ε > ٠ هر برای اگر یعن

n ≥ N ⇒|fn − f | < ϵ,

با است معادل ١. ١٩ معادلۀ

fnL
٢

−→f,

م شود. نامیده L٢ در (fn) دنبالۀ حد f و
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نقطه ای، به طور که دیدیم (٢) ٢ .۴ .١ مثال در (١) .٢ .۵ .١ مثال

xn →
{

٠, ٠ ≤ x < ١
١, x = ١.

داریم: ،L٠])٢, ١]) = L٠])٢, ١)) ازآنجاکه

||xn − ٠|| = [

∫ ١

٠
x٢ndx]

١
٢ = [

١
٢n+ ١

]
١
٢ → ٠.

.xnL٢
−→٠ بنابراین،

کم با ٣ .۴ .١ مثال در تعریف شده (fn) توابع دنبالۀ  (٢)

fn(x) →


٠, x = ٠
n, ٠ < x ≤ ١

n

٠, ١
n
< x ≤ ١,

،n ∈ N هر به ازای حالت، این در ول م شود. را هم [٠, ١] روی صفر به نقطه ای نیز

||fn − ٠|| =
∫ ١

٠
f ٢n(x)dx

=

∫ ١
n

٠
n٢dx

= n.

صفر به L٢ در fn دنبالۀ  که است آن معنای به این fn||؛ − ٠|| =
√
n ↛ ٠ بنابراین،

نم شود. را هم

ایجاب را L٢ در رایی هم نم تواند نقطه ای رایی هم که م دهد نشان پایان مثال

در حد چون کند، ایجاب را نقطه ای رایی هم نم تواند L٢ در رایی هم برعکس، کند.

سوال ول نقطه ای). نه ول هستند برابر L٢ در (که است توابع از کلاس ی حالت این



۵۵L٢ در رایی هم ۵ .١

L٢ در متفاوت حد به م تواند است، f حد به را هم نقطه ای که دنباله ای آیا که، اینجاست

غیر تابع به L٢ در (٢) قسمت ٢ .۵ .١ مثال در م تواند fn دنبالۀ مثال، برای شود؟ را هم

L٢ در هم نقطه ای هم دنباله  ای اگر ر، دی عبارت به است. خیر پاسخ شود؟ را هم توابع از

این که وییم ب باید دقیق تر، به طور است. سان ی حالت دو هر در آن حد باشد،  آ ن گاه را هم

هستند. هم ارزی کلاس ی به متعلق آنها چون نیستند متمایز هم از L٢ در حد دو

م کند. ایجاب را نقطه ای رایی هم I روی fn u−→f نواخت ی رایی هم ر، دی طرف از

دارد اشاره نیز این که م دهیم نشان اکنون و کرده ایم مشاهده این از پیش که همان طور

وقت باشد. کران دار I و گیرد قرار L٢(I) در f و (fn) دنبالۀ آنکه شرط به ،fnL٢
−→f بر

با .(۴١. ١ (تمرین | fn − f |٢ u−→٠ که م دهد نشان ساده موضوع این ،fn − f u−→٠

داریم: ،(٢) قسمت ۵ .۴ .١ قضیۀ

lim
n→∞

||fn − f ||٢ = lim
n→∞

∫
I

| fn(x)− f(x) |٢ dx

=

∫
I

lim
n→∞

| fn(x)− f(x) |٢ dx = ٠.

۵ .۵ .١ قضیۀ در که همان طور نیست، لازم واقع در باشد داشته تعلق L٢(I) به f اینکه شرط

دید. خواهیم

که دیدیم ٨ .۴ .١ مثال در .٣ .۵ .١ مثال

Sn(x) =
n∑

k=١

١
k٢

sin kx u−→S(x) =
∞∑
k=١

١
k٢

sin kx, x ∈ R,

L٢(−π, π) Sدر Snو دو هر این، بر افزون است. پیوسته [−π, π]رویS(x) تابع ازاین رو،

است. شده کران دار
∑ ١

k٢
رای هم سری توسط نواخت ی به طور هری زیرا دارند، قرار
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∑
sin kx
k٢

سری که م گوییم معادل، به طور راست. هم L٢(−π, π) در S به Sn بنابراین،

م نویسیم: و م شود را هم L٢(−π, π) در
∑∞

k=١
sin kx
k٢

به

lim
n∑

k=١

١
k٢

sin kx =
∞∑
k=١

١
k٢

sin kx.

آزمایش موجود ابزارهای با L٢ در رایی هم برای نم تواند ، sin kx
k

سری ر، دی ازطرف

خطوط امتداد در ،L٢ در را کوش دنباله ابتدا دهیم. توسعه بیشتر کم را نظریه باید و شود

بدون رایی هم برای را دنباله ی که م دهد اجازه ما به این م کنیم. تعریف R در متناظر

کنیم. آزمایش قبل از آن حد حدس به نیاز

،ϵ > ٠ هر برای اگر م شود، نامیده کوش دنبالۀ ی L٢ در دنباله ی .۴ .۵ .١ تعریف

هر به  ازای به طوری که باشد، داشته وجود N صحیح عدد

m,n ≥ N ⇒ ||fn − fm|| < ϵ.

،fnL٢
−→f اگر زیرا است، کوش دنبالۀ ی Lدر ٢ (fn) را هم دنبالۀ  هر است، واضح

مثلث نامساوی کم به آن گاه

||fn − fm|| ≤ ||fn − f ||+ ||fm − f ||

دلخواه به طور را نامساوی این راست سمت بزرگ، کاف اندازۀ به n mو گرفتن با م توانیم

را هم L٢ در تابع به L٢ در کوش دنبالۀ هر ، (یعن گزاره این عکس کنیم. کوچ

م کند. بیان را L٢ تمامیت ویژگ و است درست م شود)
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f ∈ L٢ تابع ی ،L٢ در (fn) کوش دنبالۀ هر برای .( L٢ در تمامیت ) ۵ .۵ .١ قضیه

.fnL٢
−→f به طوری که دارد، وجود

از دنباله ی ،f ∈ L٢(a, b) تابع هر برای م کند، بیان که دارد وجود ری دی قضیۀ

مجموعۀ ر، دی عبارت به .fnL٢
−→f به طوری که دارد وجود [a, b] روی (fn) پیوستۀ توابع

البته است. ال چ است، R در ال چ Q که روش همان به L٢(a, b) در C([a, b]) توابع

و | . | مطلق قدر توسط ترتیب به L٢ و R مختلف توپولوژی های که باشید داشته خاطر به

تابع مثال، برای م شود. تعریف ||.|| نرم

f(x) →
{

٠, −١ ≤ x < ٠
١, ٠ ≤ x ≤ ١,

پیوسته توابع از دنباله ای با م تواند است، ناپیوسته x = ٠ در که L١−)٢, ١) در

fn(x) =


٠, −١ ≤ x ≤ − ١

n

nx+ ١, − ١
n
< x < ٠

٠, ٠ ≤ x ≤ ١,

که است روشن این شود. نزدی L٢ نرم به

lim
n→∞

||fn − f || = lim
n→∞

[

∫ ١

−١
| fn(x)− f(x) |٢ dx]

١
٢

= lim
n→∞

[

∫ ٠

− ١
n

(nx+ ٢(١dx]
١
٢

= lim
n→∞

١√
٣n

= ٠.

L١−)٢, ١) در f به که C[(−١, ١)] در ری دی بسیار دنباله های که نیست گفتن به لازم

به که دارد وجود Q در زیادی دنباله های که همان طور درست دارد؛ وجود م شوند، را هم
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م شوند. را هم
√
٢ گنگ عدد

در را آن دقیق گزارۀ کرد، خواهیم اشاره نتیجه گیری این به بعدی فصل در که همان طور

م گوییم. اینجا

g پیوسته تابع ،ϵ > ٠ هر و f ∈ L٢(a, b) هر برای .(L٢ در C ال چ ) ۶ .۵ .١ قضیه

.||f − g|| < ε به طوری که دارد، وجود [a, b] روی

از ی L٢ فضای کنید. پیدا م توانید [١۴] در را ۶ .۵ .١ و ۵ .۵ .١ قضایای اثبات

تعریف شده نرم تحت که است داخل ضرب فضای ی که است، هیلبرت فضای مثال های

ریاض دان ،(١٩۴١٨‐ ٣۶٢) هیلبرت١ دیوید از پس این است. کامل داخل ضرب وسیلۀ به

شده نام گذاری کرد بسیاری کم هیلبرت فضای ایده های توسعه بر ایده اش و کار که آلمان

چهارچوب در م کنیم، کار آن با ما که ایده هایی از بسیاری .[١ جلد ،[٧] به کنید [نگاه است

شده اند. بیان L٢

Sn(x) = دنبالۀ رایی هم به م توانیم اکنون ،۵ .۵ .١ قضیۀ از استفاده با .٧ .۵ .١ مثال

که کنید توجه بپردازیم. L٢(−π, π) در
∑n

k=١ sin
kx
k

||Sn(x)− Sm(x)||٢ = ||
n∑

k=m+١

١
k
sin kx||٢, m < n,

L٢(−π, π) در {sin kx : k ∈ N} تعامد از م توانیم بالا معادلۀ آوردن به دست برای

(١. ٣. ٢ (مثال کنیم استفاده

||
n∑

k=m+١

١
k
sin kx||٢ =

n∑
k=m+١

b
١
k٢

|| sin kx||٢ = π
n∑

k=m+١

١
k٢
.

1David Hilbert
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کنیم، انتخاب به گونه ای را N م توانیم راست، هم
∑

١/k٢ چون که .ϵ > ٠ کنید فرض

برای به طوری که

n > m ≥ ٠ ⇒
n∑

k=m+١

١
k٢

<
ε٢

π

⇒ ||Sn(x)− Sm(x)|| < ε.

راست، ,π−)L٢هم π) در ازاین رو، و است کوش دنبالۀ ی
∑n

k=١ sin
kx
k

ترتیب این به

کنیم. محاسبه را آن حد نم توانیم هنوز اگرچه

نقطه به نقطه سری این اگرچه راست، ,π−)L٢هم π) در
∑n

k=١ cos
kx
k

سری مشابه، به طور

واگراست. ٢π از صحیح مضارب همۀ مانند ،x مشخص مقادیر در

داده اختصاص L٢ در رایی هم به فوریه سری تئوری به آن اهمیت دلیل به بخش این

تعاریف کنیم. رایی هم بحث L٢
p وزن فضای در به راحت م توانستیم ما ول بود، شده

رایی هم و |.| جای به |.|p نرم زین کردن جای با ۶ .۵ .١ و ۵ .۵ .١ قضایای و ۴ .۵ .١ و ١ .۵ .١

ماند. خواهند باق تغییر بدون L٢ در رایی هم جای به L٢
ρ در

تمرین ها

کنید. تعیین دارند، وجود که جایی در را زیر دنباله های از هری L٢ حد .۵١. ٠

.٠ ≤ x ≤ ١ ،fn(x) = n
√
x الف)

fn(x) =

{
nx , ٠ ≤ x ≤ ١

n

١ , ١
n
≤ x ≤ ١ ب)

.٠ ≤ x ≤ ١ ،fn(x) = nx(١− x)n ج)
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کنید. امتحان L٢ در رایی هم برای را زیر سری های .۵١. ١

.−π ≤ x ≤ π ،
∑ ١

k
٢
٣
sin kx الف)

.−π ≤ x ≤ π ،
∑ ١

k
eikx ب)

.−π ≤ x ≤ π ،
∑ ١√

١+k
cos kx ج)

که دهید نشان راست، هم L٢ در f به که باشد L٢(a, b) در دنباله ی (fn) اگر .۵١. ٢

.〈fn, g〉L٢
−→〈f, g〉 ، g ∈ L٢(a, b) هر برای

fnL
٢

−→f اگر که یرید ب نتیجه ازاین رو | ||f || − ||g|| |≤ ||f − g|| که کنید ثابت .۵١. ٣

.||fn|| → ||f || آن گاه باشد

راست، هم نیز
∑

| an |٢ که کنید ثابت باشد، را هم
∑

| an | عددی سری اگر .۵۴ .١

پیوسته اند. [−π, π] روی
∑
an cosnx ،

∑
an sinnx سری دو هر و

آن گاه باشند، وابسته (a, b) روی ρ ≥ σ توسط σ و ρ وزن توابع اگر که کنید ثابت .۵۵ .١

راست. هم نیز L٢
σ(a, b) در م شود را هم L٢

ρ(a, b) در که دنباله ای

متعامد توابع ۶ .١

مختلط فضای در (ناصفر) توابع از متعامد مجموعه ی {ϕ١, ϕ٢, ϕ٣, · · · } کنید فرض

ی f ∈ L٢ تابع که کنید فرض و باشد، نامتناه یا متناه است ن مم که است L٢

است، {ϕi} مجموعۀ در عناصر از متناه خط ترکیب

f =
n∑

i=١

αiϕi, αi ∈ C. (١. ٢٠)



متعامد۶١ توابع ۶ .١

،k = ١, · · · , n هر به ازای ،ϕk با f داخل ضرب گرفتن نظر در با

〈f, ϕk〉 = αk||ϕk||٢

که م گیریم نتیجه

αk =
〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

م آید: به دست زیر ل ش به (١. ٢٠) نمایش و

f =
n∑

k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

ϕk.

مشخص ϕk روی f تصاویر کم با (١. ٢٠) خط ترکیب در αk ضرایب ر، دی عبارت به

،{ψk = ϕk/||ϕk||} متناظر مجموعۀ جمله های برای شده اند.

f =
n∑

k=١

〈f, ψk〉ψk,

م شوند. ψk روی f تصاویر با منطبق ضرایب و

بهترین م خواهیم ما و است L٢ در دلخواه تابع ی f که کنید فرض ر، دی طرف از

صورت این در آوریم. دست به {ϕk} عناصر از خط ترکیب کم با را L٢ در f تقریب

نامنف عدد که αk ضرایب باید

||f −
n∑

k=١

αkϕk||

داریم: کنیم. جست وجو م رساند، حداقل به را



داخل ضرب ۶٢فضای

||f −
n∑

k=١

αkϕk||٢ = 〈f −
n∑

k=١

αkϕk, f −
n∑

k=١

αkϕk〉

= ||f ||٢ − ٢
n∑

k=١

Reαk〈f, ϕk〉+
n∑

k=١

| αk |٢ ||ϕk||٢

= ||f ||٢ −
n∑

k=١

| 〈f, ϕk〉 |٢

||ϕk||٢

+
n∑

k=١

||ϕk||٢
[
| αk |٢ −٢Reαk

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

+
| 〈f, ϕk〉 |٢

||ϕk||۴

]

= ||f ||٢ −
n∑

k=١

| 〈f, ϕk〉 |٢

||ϕk||٢
+

n∑
k=١

||ϕk||٢ | αk −
〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

|٢ .

م شود: ار آش پایان جمله در تنها αk ضرایب چون

n∑
k=١

||ϕk||٢|αk −
〈f, ϕk〉
|ϕk|٢

|٢ ≥ ٠,

انتخاب با ،||f −
∑n

k=١ αkϕk|| از بنابراین،

αk =
〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

با مینیمم این م رسیم. ||f −
∑n

k=١ αkϕk||٢ مینیمم به وضوح f|∣∣∣∣∣به −
n∑

k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

ϕk

∣∣∣∣∣ |٢ = ||f || −
n∑

k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

≥ ٠ (١. ٢١)

م دهد: نتیجه را زیر رابطۀ که م شود معین

n∑
k=١

|〈f, ϕk〉|
||ϕk||٢

≤ ||f ||٢.



متعامد۶٣ توابع ۶ .١

درست نیز است، n → ∞ وقت که حد برای است، درست n هر به ازای رابطه این چون

حاصل نابرابری است.

∞∑
k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

≤ ||f ||٢ (١. ٢٢)

برقرار f ∈ L٢ هر و {ϕk : k ∈ N} متعامد مجموعۀ هر برای بسل، نابرابری به عنوان

اگر تنها و اگر م شود، تبدیل برابری ی به بسل نابرابری ،(١. ٢١) به توجه با است.

||f −
∞∑
k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

ϕk|| = ٠,

L٢ در معادل به طور یا

f =
∞∑
k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

ϕk.

است، αk = ⟨f,πk⟩
|ϕk|٢

که ،
∑∞

k=١ αkϕk مجموع توسط L٢ در f که است آن معنای به این

م شود. داده نمایش

هر برای اگر م شود، گفته کامل L٢ در {ϕn : n ∈ N} متعامد مجموعۀ .١ .۶ .١ تعریف

،f ∈ L٢

∞∑
k=١

〈f, ϕk〉
||ϕk||٢

ϕkL
٢

−→f.

پایه ای L٢ چون و م شود فضا برای پایه ای L٢ در کامل متعامد مجموعۀ ی بنابراین،

به بسل نابرابری هنگام که باشد. نامتناه مجموعۀ ی است ناچار است، نامتناه بعد با

حاصل رابطۀ تبدیل شود، برابری ی



داخل ضرب ۶۴فضای

||f ||٢ =
∞∑
k=١

〈f, ϕk〉٢

||ϕk||٢
(١. ٢٣)

است، شده توجیه زیر قضیۀ توسط دوم جملۀ م شود. نامیده تمامیت رابطۀ یا پارسوال رابطۀ

است. ١ .۶ .١ تعریف اصلاح درحقیقت که

f ∈ L٢ هر به ازای اگر تنها و اگر است، کامل {ϕn : n ∈} متعامد مجموعۀ .٢ .۶ .١ قضیه

کند. صدق (١. ٢٣) پارسوال رابطۀ در

نشان ما م گیریم. نظر در را L٢ در {ϕn : n ∈ N} متعامد مجموعۀ .١ .٣ .۶ .١ تبصره

αkبه دست = 〈f, πk〉/||ϕk||٢ انتخاب با f ∈ L٢ توابع از L٢‐تقریب بهترین که داده ایم

f =
∑∞

i=١ αnϕn برابری آن گاه باشد ϕnکامل اگر nاست. از مستقل انتخاب، این م آید.

است. برقرار L٢ در

بسل نابرابری شود، نرمال {ψk = ϕk/||ϕk||} با {ϕn} متعامد مجموعۀ که هنگام .٢

|f |٢ = آن پارسوال رابطۀ و م گیریم نظر در
∑∞

k=١ | 〈f, ψk〉 |٢≤ |f |٢ به صورت را

است.
∑∞

k=١ | 〈f, ψk〉 |٢

که م گیریم نتیجه بسل نابرابری از است، ||f || < ∞ چون ،f ∈ L٢ هر به ازای .٣

است. کامل {ψn} متعامد مجموعۀ هرحال، به .〈f, ψn〉 → ٠

گرفت نظر در L٢ به Rn از فیثاغورث قضیۀ تعمیم به عنوان م توان را پارسوال رابطۀ

مربع های مجموع
∑∞

n=١ | 〈f, ψn〉 |٢ و م شود بردار طول مربع زین جای ||f ||٢ که

تعمیم L٢ که است دلایل از ی این م دهد. نشان ه ی متعامد پایۀ روی را تصویرشان



متعامد۶۵ توابع ۶ .١

L٢ است. گرفته شده نظر در نامتناه بعد های به متناه بعد با اقلیدس فضای طبیع

بسته (۵ .۵ .١ (قضیه تمامیت خاصیت و م کند حفظ را Rn پایه ای هندس ساختار از برخ

م کند. تضمین کوش دنباله های محدودکننده، عملیات تحت را بودنش

تمرین ها

و {sin(nπx
l
) : n ∈ N} مجموعه های دهید نشان باشد، مثبت عدد l اگر .۵۶ .١

متناظر ۀ ی متعامد مجموعه های هستند. متعامد L٠)٢, l) روی {cos(nπx
l
) : n ∈ N٠}

کنید. مشخص را آنها

خط ترکیب در ci ضرایب .۵١. ٧

c١ + c٢ sin πx+ c٣ sin ٢πx

مشخص م کند معین ٠ < x < ٢ ،f(x) = x تابع از L٠)٢, ٢) در را تقریب بهترین که

کنید.

خط ترکیب در bi و ai ضرایب .۵١. ٨

a٠ + a١ cosx+ b١ sinx+ a٢ cos ٢x+ b٢ sin ٢x

مشخص م دهد −π ≤ x ≤ π ، f(x) =| x | از L٢(−π, π) در را تقریب بهترین که

کنید.

{١, x, x٢} مجموعۀ از یل شده تش متعامد چندجمله ای سه p٣ و p٢ ، p١ کنید فرض .۵١. ٩

دوم درجۀ چندجمله ای در ثابت ضرایب باشد. −١ ≤ x ≤ ١ که گرام‐اشمیت روش با



داخل ضرب ۶۶فضای

را م دهد ex از L١−)٢, ١) در را تقریب بهترین که a١p١(x) + a٢p٢(x) + a٣p٣(x)

مفهوم به (−١, ١) روی را ex که دو درجۀ از ری دی p چندجمله ای آیا کنید. مشخص

دارد؟ وجود بزند، تقریب ری دی

کنید فرض .۶١. ٠

١− x =
٨
π

∞∑
n=١

١
(٢n− ٢(١

cos
(٢n− ١)

٢
x, ٠ ≤ x ≤ ٢,

که کنید ثابت پارسوال اتحاد از استفاده با

π۴ = ٩۶
∞∑
n=١

١
(٢n− ١)۴

.

باشد، واگرا
∑
ak و را هم

∑
a٢k به طوری که کنید، تعریف (ak) حقیق دنبالۀ ی .۶١. ١

باشد؟ داشته م تواند رایی هم نوع چه −π ≤ x ≤ π روی ،
∑
an cosx سری

کنید: فرض و است L٠)٢, l) در متعامد مجموعۀ ی {fn : n ∈ N} کنید فرض .۶١. ٢

ϕn(x) =
١
٢
[fn(x) + fn(−x)]

ψn(x) =
١
٢
[fn(x)− fn(−x)], − l ≤ x ≤ l,

مجموعۀ که دهید نشان هستند. [−l, l] به [٠, l] از fn فرد و زوج بسط های ترتیب، به

مجموعۀ باشد، ,٠)L٢متعامد l) در {fn} اگر هست. ,l−)L٢متعامد l) در {ϕn}
⋃
{ψn}

چیست؟ L٢(−l, l) در آن متناظر ۀ ی متعامد



٢ فصل

اشتروم‐لیوویل نظریۀ

دیفرانسیل معادلات جواب های به عنوان طبیع L٢به طور در توابع از کامل متعامد مجموعه های

اشتروم‐ مرزی مقدار مسائل به عنوان معمولا که مناسب، مرزی شرایط تحت دوم مرتبۀ خط

و (١٨٠٣‐ ١٨۵۵م.) اشتروم١ ژاک سوئیس ریاض  دان از پس م شوند، نامیده لیوویل

ویژگ های و مسائل این که کسان (١٨٠٩‐ ١٨٨٢م.) لیوویل٢ جوزف فرانسوی ریاض دان

نظر در دیفرانسیل معادلات آمدند. وجود به دادند قرار مطالعه مورد را آنها جواب های

به نیوتن قانون طبق حرکت ریاض مدل های به عنوان مستقیم به طور اینجا، در گرفته شده

معادلات متغیرها جداسازی روش کاربرد از نتیجه ی به عنوان بیشتر ول م آیند، وجود

را موج معادلۀ و گرما معادلۀ لاپلاس، معادله های مانند فیزی کلاسی جزئ دیفرانسیل

م کنیم. حل

1Jacques Sturm
2Joseph Liouville



اشتروم‐لیوویل ۶٨نظریۀ

دوم مرتبۀ خط معادله های ٢. ١

یرید. ب نظر در I حقیق فاصلۀ روی را زیر دوم مرتبۀ معمول دیفرانسیل معادله

a٠(x)y′′+ a١(x)y′+ a٢(x)y = f(x) (٢. ١)

نامیده ن هم معادلۀ ،I روی f = ٠ برای هستند. I روی مختلط توابع f و a٢, a١, a٠ که

است، (٢. ١) معادلۀ جواب φ ∈ C٢(I) (مختلط) تابع هر است، ن نا هم وگرنه م شود،

شود. نتیجه x ∈ I هر به ازای زیر اتحاد Φ توسط y جای گذاری با هرگاه

a٠(x)φ′′(x) + a١(x)φ′(x) + a٢(x)φ(x) = f(x).

دوم مرتبۀ دیفرانسیل ر عمل اگر

a٠(x)
d٢

dx٢
+ a١(x)

d

dx
+ a٢(x)

L ر عمل م شود. نوشته Ly = f به صورت (٢. ١) معادلۀ آن گاه دهیم، نمایش L با را

یعن است، خط

L(c١φ+ c٢ψ) = c١Lφ+ c٢Lψ,

دیفرانسیل معادله (٢. ١) ازاین رو، ،c١, c٢ ∈ C ثابت های و ψ, φ ∈ C٢(I) توابع برای

دیفرانسیل معادلات تمام باشد شده مشخص که مواردی از غیر به م شود. نامیده خط

ن هم معادلات اساس ویژگ ی هستند. خط داریم سروکار آنها با که رهایی عمل و

زیرا است، معادله جواب ی نیز معادله جواب های از خط ترکیب هر که است این خط



دوم۶٩ مرتبۀ خط معادله های ٢. ١

در ψو φ اگر

Lψ = ٠, Lφ = ٠

داریم: c٢ و c١ ثابت های از زوج هر برای به وضوح آن گاه کنند، صدق

L(c١φ, c٢ψ) = c١Lφ+ c٢Lψ = ٠

م شود. شناخته انطباق اصل به عنوان این

داریم: a٠ بر (٢. ١) معادلۀ تقسیم با نباشد، صفر I از نقطه هر در a٠ تابع اگر

y′′+ q(x)y′+ r(x)y = g(x), (٢. ٢)

معادل به وضوح (٢. ٢) و (٢. ١) معادلات .g = f/aو٠ r = a٢/a٠، q = a١/a٠ که

که باشد داشته وجود c ∈ I نقطه اگر دارند. سان ی جواب های مجموعه یعن هستند،

معادلۀ وگرنه، است، معادله منفرد نقطه  ی به عنوان c و است منفرد معادلۀ ،a٠(c) = ٠

م گویند. منظم I روی را (٢. ١)

،r ،q توابع اگر ببینید)، را [۶]) خط معادلات منحصربه فردی و وجود قضیۀ طبق بر

،η و ξ عدد دو هر برای آن گاه، باشد، I در نقطه ی x٠ و باشند پیوسته I روی هم g و

به طوری که دارد، وجود I روی (٢. ٢) از φ منحصربه فرد جواب

φ(x٠) = ξ, φ′(x٠) = η. (٢. ٣)

مقدار مسئله (٢. ٣) و (٢. ٢) معادله های دستگاه و م شود نامیده اولیه شرایط (٢. ٣) معادلۀ

م شود. نامیده اولیه



اشتروم‐لیوویل ٧٠نظریۀ

کتاب های از بسیاری در که (٢. ٢) معادلۀ جواب های معروف ویژگ های برخ اینجا در

م کنیم. بیان را م شود مشاهده معمول دیفرانسیل معادلات

ن هم معادلۀ .١

y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠, x ∈ I, (۴ .٢)

جواب دو این از خط ترکیب ی دارد. I روی y٢(x) و y١(x) خط مستقل جواب دو

c١y١ + c٢y٢ (۵ .٢)

هر ، یعن است. (۴ .٢) معادلۀ عموم جواب این هستند، دلخواه ثابت های c٢ و c١ که

c١ = c٢ = ٠ وقت است. شده داده (۵ .٢) باکم c٢ و c١ مقادیر برای معادله جواب

توسط است. ن هم معادلۀ جواب ی همیشه که م آوریم، به دست را صفر بدیه جواب

است. جواب تنها آن باشد، ξ = η = ٠ ،(٢. ٣) در اگر منحصربه فردی، قضیه

آن گاه باشد، (٢. ٢) ن ناهم معادلۀ خصوص جواب ی yp(x) اگر .٢

yp + c١y١ + c٢y٢

c٢ و c١ ثابت های (٢. ٣) اولیه شرایط به کارگیری با است. (٢. ٢) معادلۀ برای عموم جواب

م آوریم. به دست را (٢. ٣) و (٢. ٢) معادلات دستگاه منحصربه فرد جواب و م شوند تعیین

به صورت (۴ .٢) معادله عموم جواب باشند ثابت r و q ضرایب وقت که .٣

c١e
m١x + c٢e

m٢x,



دوم٧١ مرتبۀ خط معادله های ٢. ١

اگر هستند. m٢ + qm + r = ٠ دوم درجۀ معادلۀ متمایز ریشه های m٢ و m١ که است

م شود گرفته نظر در c١emx + c٢xe
mx به صورت جواب آن گاه، باشد m١ = m٢ = m

هستند. خط مستقل xemxو emx توابع آن در که

ن هم هستند. ثابت b و a که ،a٢(x) = b و a١(x) = ax ،a٠(x) = x٢ وقت .۴

به صورت (٢. ١) معادلۀ

x٢y′′ + axy′ + by = ٠

به صورت آن عموم جواب م نامیم. ‐اویلر کوش معادلۀ را آن که م آید در

c١x
m١ + c٢x

m٢

وقت هستند. m٢ + (a − ١)m + b = ٠ معادلۀ متمایز ریشه های m٢ و m١ که است

است. c١xm + c٢x
m log x به صورت جواب باشد، m١ = m٢ = m

باز بازۀ ی در r و q یعن باشند I درون در x٠ نقطۀ در تحلیل توابع r و q ضرایب اگر .۵

عموم جواب آن گاه شوند، داده نمایش (x− x٠) برحسب توان سری باکم x٠ مرکز به

به صورت توان سری توسط و است تحلیل x٠ در نیز (۴ .٢)

∞∑
n=٠

cn(x− x٠)
n

م شود. را هم I و ( rو q (از رایی هم فاصلۀ دو اشتراک در سری م شود. داده نمایش

n ∈ هر به ازای ،cn ضرایب تا م دهد اجازه ما به (۴ .٢) معادلۀ در سری این جای گذاری

م شوند. بیان هستند اختیاری که c١ و c٠ برحسب، {٢, ٣, ۴, · · · }

م شوند. واگذار b و a در مرزی شرایط به (٢. ١) معادلۀ جواب های ،I = [a, b] با
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کنند: اختیار م توانند را زیر فرم های از ی این ها 

(١) y(c) = ξ, y′(c) = η, c ∈ {a, b}

(٢) y(a) = ξ, y(b) = η,

(٣) y′(a) = ξ, y′(b) = η.

به عنوان اغلب آنها م بینیم، (١) مانند شوند، داده c نقطۀ در مرزی شرایط هنگام که

جواب ی آوردن به دست منظور به شد، گفته این از پیش که همان طور هستند اولیه شرایط

باشد I بازۀ انتهایی نقاط از ی ، به طورکل نیست لازم c نقطۀ ،(٢. ١) معادله منحصربه فرد

همیشه ، فیزی کاربردهای بیشتر مانند کتاب، این در ول باشد، درون نقطۀ م تواند و

مرزی شرایط (٣) تا (١) قسمت های هستند. I بازه انتهایی نقاط در اولیه) (یا مرزی شرایط

شوند: داده تعمیم زیر معادله های جفت با م توانند

α١y(a) + α٢y(a) + α٣y(b) + α۴y
′(b) = ξ, (۶ .٢)

β١y(b) + β٢y
′(b) + β٣y(a) + β۴y

′(a) = η, (٢. ٧)

م کنند، صدق
∑۴

i=١ |βi| > ٠ و
∑۴

i=١ |αi| > ٠ در که هستند ثابت هایی βi و αi که

(٢. ٧) و (۶ .٢) ،(٢. ١) معادلات دستگاه نیستند. صفر βiها یا αiها همۀ که به گونه ای یعن

م شود. نامیده مرزی مقدار مسئلۀ

β۴ = اگر و نامیده ن هم ξ = η = ٠ اگر (٢. ٧) و (۶ .٢) معادله های مرزی شرایط

به صورت که جداشده مرزی شرایط م شوند. نامیده جداشده β٣ = α۴ = α٣ = ٠

α١y(a) + α٢y
′(a) = ξ, β١y(b) + β٢y

′(b) = η, (٢. ٨)



دوم٧٣ مرتبۀ خط معادله های ٢. ١

نتیجۀ  که ن، هم شرایط از ر دی مهم جفت ی دارند. خاص اهمیت کتاب این در هستند،

به صورت است (٢. ٧) و (۶ .٢) در ضرایب خاص انتخاب

y(a) = y(b), y′(a) = y′(b). (٢. ٩)

شرایط که باشید داشته توجه م شود. نامیده متناوب مرزی شرایط (٢. ٩) معادلۀ است.

هستند. جداشده نه جفت شده متناوب

دترمینان ،f, g ∈ C١ تابع دو هر برای .٢. ١. ١ تعریف

W (f, g) =

∣∣∣∣f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

∣∣∣∣ = f(x)g′(x)− g(x)f ′(x)

م دهیم. نشان W (x) با اختصار به را W (f, g)(x) نماد م شود. نامیده g و f رونس

م آورد. به دست زیر لم از دیفرانسیل معادلات مطالعه در را خود اهمیت رونس

باشند زیر ن هم معادله جواب های y٢ و y١ اگر .٢. ١. ٢ لم

y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠, x ∈ I, (٢. ١٠)

.W (y١, y٢)(x) 6= ٠ یا W (y١, y٢)(x) = ٠ یا x ∈ I هر به ازای آن گاه ،q ∈ C(I) که

٢. ١. ١ تعریف از استفاده با برهان.

W ′ = y١y
′′
٢ − y٢y

′′
١ .
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داریم هستند، (٢. ١٠) معادلۀ جواب های y٢ و y١ چون

y′′١ + qy′١ + ry١ = ٠,

y′′٢ + qy′٢ + ry٢ = ٠.

داریم: هم، از آنها کم کردن و ،y١ در دوم معادلۀ و y٢ در اول معادلۀ ضرب با

y١y
′′
٢ − y٢y

′′
١ + q(y١y

′
٢ − y٢y

′
١) = ٠

⇒ W ′ + qW = ٠

م آوریم: به دست آخر، دیفرانسیل معادله حل با

W (x) = c exp(−
∫ x

a

q(t)dt), x ∈ I, (٢. ١١)

نم شود. صفر مختلط) یا (حقیق توان هر برای نمایی تابع است. دلخواه ثابت c که

باشد. c = ٠ اگر تنها و اگر W (x) = ٠ بنابراین،

W ′ و W دوی هر که م دهد نشان (٢. ١١) عبارت ،q ∈ C(I) برای .٢. ١. ٣ تبصره

هستند. پیوسته

اگر تنها و اگر هستند، خط مستقل (٢. ١٠) معادلۀ از y٢ و y١ جواب دو هر .۴ .٢. ١ لم

،I روی

W (y١, y٢)(x) 6= ٠.



دوم٧۵ مرتبۀ خط معادله های ٢. ١

بنابراین، است، ری دی مضرب آنها از ی آن گاه باشند، خط وابسته y٢ و y١ اگر برهان.

Wباشد، (y١, y٢)(x) = ٠ ،I در نقطه هر در اگر برعکس، .W (y١, y٢)(x) = ٠ ،I روی

توابع که م شود نتیجه دترمینان ها، خواص از .W (y١, y٢)(x) = ٠ ،٢. ١. ٢ لم بر بنا آن گاه

خط اند. وابستۀ y٢ و y١ ازاین رو، و هستند خط وابسته (y٢, y′٢) و (y١, y′١) برداری

در تنها هستند (٢. ١٠) معادلۀ جواب های y٢ و y١ که حقیقت این از ما .۵ .٢. ١ تبصره

تابع دو رونس که دلیل این به کردیم. استفاده « تنهااگر » قسمت اثبات، دوم قسمت

xو٢ x مثال برای شود، صفر همه جا، در ول I نقاط از برخ در است ن مم خط مستقل

یرید. ب نظر در [−١, ١] روی را

معادلۀ .۶ .٢. ١ مثال

y′′ + y = ٠ (٢. ١٢)

به صورت آن عموم جواب ازاین رو، دارد. cosx و sinx خط مستقل جواب دو

y(x) = c١ cosx+ c٢ sinx,

R در x هر به ازای که داریم توجه است.

W (cosx, sinx) = cos٢(x) + sin٢(x) = ١.

اولیه شرایط به توجه با را (٢. ١٢) معادلۀ اگر

y(٠) = ١, y′(٠) = ١,



اشتروم‐لیوویل ٧۶نظریۀ

منحصربه فرد جواب یریم ب نظر در [٠, π] فاصلۀ روی

y(x) = sin x,

ن هم مرزی شرایط ول م آوریم. به دست را

y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠,

م دهد. نتیجه را y = ٠ بدیه جواب م رود، انتظار که همان طور

مرزی شرایط ر، دی طرف از

y(٠) = ٠, y(π) = ٠,

معادله های جفت چون نم دهد منحصربه فرد جواب

y(٠) = c١ cos ٠+ c٢ sinx = c١ = ٠

y(π) = c١ cos π + c٢ sin π = −c١ = ٠

است: زیر به صورت دستگاه این در ضرایب دترمینان نم کنند، تعیین را c٢ cos∣∣∣∣ثابت ٠ sin ٠
cos π sin π

∣∣∣∣ = ٠.

c١ ثابت های موارد، همۀ در (٢. ٧) و (۶ .٢) مرزی شرایط که م دهد نشان پایان مثال

اولیۀ شرایط ول نم کنند، تعیین منحصربه فرد به طور عموم جواب در را cو٢

y(x٠) = ξ, y′(x٠) = η,



دوم٧٧ مرتبۀ خط معادله های ٢. ١

دستگاه در ضرایب دترمینان چون م دهد، به دست را منحصربه فرد جواب ی همیشه

معادله های

c١y١(x٠) + c٢y٢(x٠) = ξ

c١y
′
٢(x٠) + c٢y

′
٢(x٠) = η

توسط

∣∣∣∣y١(x٠) y٢(x٠)
y′١(x٠) y′٢(x٠)

∣∣∣∣ = W (y١, y٢)(x٠),

شود. صفر نم تواند ،۴ .٢. ١ لم به توجه با که م شود، معین

جداشده مرزی شرایط با [a, b] روی دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ ، کل حالت در

α١y(a) + α٢y
′(a) = ξ,

β١y(b) + β٢y
′(b) = η,

م دهد: نتیجه را زیر دستگاه است، شده اعمال y = c١y١ + c٢y٢ عموم جواب روی که

c١[α١y١(a) + α٢y
′
١(a)] + c٢[α١y٢(a) + α٢y

′
٢(a)] = ξ,

c١]١eta١y١(b) + β٢y
′
١(b)] + c٢[β١y٢(b) + β٢y

′
٢(b)] = η.

اگر، تنها و اگر م شوند، معین منحصربه فرد به صورت c٢ و c١ ثابت های ازاین رو،

∣∣∣∣(α١y١ + α٢y
′
١)(a) (α١y٢ + α٢y

′
٢)(a)

(β١y١ + β٢y
′
١)(b) (β١y٢ + β٢y

′
٢)(b)

∣∣∣∣ 6= ٠. (٢. ١٣)
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تمرین ها

بیابید. را زیر معادله های از هری عموم جواب .٢. ١

.y′′ − ۴y′ + ٧y = ex الف)

.xy′′ − y′ = ٣x٢ ب)

.x٢y′′ + ٣xy′ + y = x− ١ ج)

کنید. حل را xy′′ + y′/٢− y = ٠ معادلۀ t =
√
x تبدیل از استفاده با .٢. ٢

x = ٠ نقطۀ حول را y′′ + ٢xy′ + ۴y = ٠ معادلۀ ، توان سری های از استفاده با .٢. ٣

کنید. مشخص نیز را جواب رایی هم فاصلۀ و کنید حل

کنید. حل را زیر اولیۀ مقدار مسئلۀ .۴ .٢

y′′ +
١

١− x
(xy′ − y) = ٠, − ١ < x < ١,

y(٠) = ٠, y′(٠) = ١.

که کنید ثابت باشند (۴ .٢) معادلۀ  جواب های φ٣ و φ٢ ،φ١ اگر .۵ .٢∣∣∣∣∣∣
φ١ φ٢ φ٣
φ′
١ φ′

٢ φ′
٣

φ′′
١ φ′′

٢ φ′′
٣

∣∣∣∣∣∣ = ٠.

که دهید نشان باشند، ۴ .٢ معادلۀ خط مستقل جواب های yو٢ y١ اگر .۶ .٢

q =
y٢y

′′
١ − y١y

′′
٢

W (y١, y٢)
, r =

y′١y
′′
٢ − y′٢y

′′
١

W (y١, y٢)
.

a٠y
′′ + a١y

′ + به صورت متناظر دیفرانسیل معادله  زیر، جواب های از زوج هر برای .٢. ٧

کنید. تعیین را a٢y = ٠



جواب ها٧٩ صفرهای ٢. ٢

.e−x cos ٢x ، e−x sin ٢x الف)

.x−١، x ب)

.log x، ١ ج)

جواب ها صفرهای ٢. ٢

نوع از دیفرانسیل معادله دقیق حل

y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠, x ∈ I, (١۴ .٢)

در است. ان پذیر ام همیشه نه و است ضروری نه آن جواب های ویژگ های مطالعۀ منظور به

به م کنند. تعیین را ویژگ ها این کاملا آن مرزی شرایط و معادله پارامترهای خاص، شرایط

تکین نقاط آن، صفرهای توزیع و تعداد مانند جواب، از کیف ویژگ های چنین خاص، طور

مرزی شرایط و r و q ضرایب توسط همه آن تعامدی ویژگ های و آن، مجانبی رفتار آن،

رفتار روی ضرایب این اثر تحلیل و تجزیه با م توانیم بنابراین، م شوند. اداره داده شده

توزیع روی r و q اثر بررس به بخش، این در کنیم. دریافت را ویژگ ها این از برخ جواب

م گیرد. قرار بررس مورد بعد بخش دو در تعامد پرداخت. خواهیم جواب ها صفرهای

از نامتناه دنبالۀ ی R در y′′ + y = ٠ جواب دو که دریافتیم ،(۶ .٢. ١) مثال در

به صورت که دارد شده توزیع نواخت ی به طور متناوب صفرهای

· · · < −π < −π
٢

< ٠ <
π

٢
< π <

٣π
٢
< · · ·

صفرهای {π/٢ + n|πn ∈ Z} و sinx صفرهای {nπ : n ∈ Z} که م شود معین

نیست. اتفاق کاملا این که دریابیم باید حاضر حال در هستند. cosx
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و f(x٠) = ٠ اگر دارد، منزوی صفر x٠ ∈ I در که م شود گفته f : I −→ C تابع

. f(x) 6= ٠ x ∈ I
⋂
U x٠ هر به ازای به طوری که باشد، موجود x٠ از U همسای

در y صفرهای آن گاه باشد، (١۴ .٢) ن هم معادلۀ غیربدیه جواب ی y اگر .٢. ٢. ١ لم

هستند. منزوی I

y آن گاه ،y′(x٠) = ٠ اگر است. (١۴ .٢) جواب y که ،y(x٠) = ٠ کنید فرض برهان.

y′ چون آن گاه باشد، y′(x٠) 6= ٠ اگر است. صفر با متحد منحصربه فردی قضیۀ توسط

([١]را y′ 6= ٠ ،U
⋃
I روی که دارد وجود x٠ از U همسای که است، پیوسته I روی

است. کاهش اکیداً یا افزایش اکیداً U
⋃
I روی y درنتیجه، ببینید).

معادلۀ خط مستقل جواب  دو y٢ و y١ اگر اشتروم). جداسازی (قضیۀ ٢. ٢. ٢ قضیه

y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠, x ∈ I

درست y١ که معنا این به بود. خواهند ی درمیان و متمایز y٢ و y١ صفرهای آن گاه باشند،

برعکس. و م شود صفر y٢ متوال صفر دو بین ی بار

yو٢ y١ متمایز صفرهای :٢. ١ ل ش



جواب ها٨١ صفرهای ٢. ٢

آنها رونس هستند، خط مستقل y٢ و y١ چون برهان.

W (y١, y٢)(x) = y١(x)y
′
٢(x) + y٢(x)y

′
١(x)

که باشید داشته توجه ابتدا .(۴ .٢. ١ (لم دارد I روی علامت ی بنابراین، نم شود، صفر

نقطه آن در رونس صورت، این در که چرا باشند، داشته مشترک صفر نم توانند y٢ و y١

y٢ متوال صفر دو x١ و x١ کنید فرض اکنون، نیست. شدن این که شد خواهد صفر

آن گاه هستند،

W (x١) = y١(x١)y
′
٢(x١) 6= ٠,

W (x٢) = y١(x٢)y
′
٢(x٢) 6= ٠,

پیوسته I روی y′٢ چون ناصفرند. هم y′٢(x٢) و y′٢(x١) ،y١(x٢) ،y١(x١) مقادیر و

x٢ مشابه، به طور نم کند. تغییر آن روی y′٢ علامت که دارد U١ همسای ی x١ است،

روی y′٢ علامت های ول نم کند. تغییر آن روی y′٢ علامت که دارد U٢ همسای ی

ری دی روی یابد افزایش ی روی y٢ اگر زیرا باشد، سان ی نم تواند U٢
⋂
I و U١

⋂
I

y١(x٢) و y١(x١) باید باشد داشته I روی ثابت علامت W (x) آنکه برای م یابد. کاهش

صفر x٢ و x١ بین نقطه ای در باید y١ ، پیوستگ به توجه با بنابراین، و باشند مختلف العلامه

x٣ اگر زیرا شود، صفر x٢ و x١ بین ی بار از بیش نم تواند y١ که م کنیم توجه شود.

که م دهیم نشان مشابه بحث با دارند، قرار x٢ و x١ بین که باشند y١ از صفر دو x۴ و

y٢ صفر دو xو٢ x١ اینکه درمورد اولیه فرض با این ول شود. صفر x۴و x٣ بین باید y٢

دارد. تناقض هستند،
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باشند، داشته I در مشترک صفر ی y′′+ q(x)y′+ r(x)y = ٠ جواب دو اگر .٣ نتیجه

هستند. خط وابستۀ آنها آن گاه

qy′ جملۀ که است راحت تر ،(١۴ .٢) معادلۀ صفرهای توزیع معادلۀ برای ترتیب، به این

به معادله تبدیل با را

u′′ + ρ(x)u = ٠ (١۵ .٢)

منظور، این برای ببریم. بین از

y(x) = u(x)υ(x),

به طوری که م گیریم، نظر در را

y′(x) = u′(x)υ(x) + u(x)υ′(x),

y′′(x) = u′′(x)υ(x) + ٢u′(x)υ′(x) + u(x)υ′′(x),

م شود: نتیجه (١۴ .٢) معادلۀ در جای گذاری با

υu′′ + (٢υ′ + qυ)u′ + (υ′′ + qυ′ + rυ)u = ٠.

م دهد نشان که م آوریم، به دست را (١۵ .٢) معادلۀ ،٢v′ + qv = ٠ انتخاب با بنابراین،

υ(x) = exp(−١
٢

∫ x

a

q(t)dt), (١۶ .٢)

ρ(x) = r(x)− ١
۴
q٢(x)− ١

٢
q′(x).
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نم شود  y صفرهای با برابر uصفرهای بنابراین، نم شود، صفر هرگز R روی ν نمایی تابع

(١۵ .٢) معادلۀ به را توجه مان ،(١۴ .٢) صفرهای توزیع بررس منظور به ما است ن مم و

کنیم. محدود

غیرصفر جواب های به ترتیب ψ و φ کنید فرض اشتروم). مقایسۀ (قضیۀ ٢. ٢. ٣ قضیه

معادله های

y′′ + r١(x)y = ٠,

u′′ + r٢(x)u = ٠, x ∈ I,

متوال صفر دو هر بین φ آن گاه .r١(x) ≥ r٢(x) ،x ∈ I هر به ازای کنید فرض و هستند

باشد. ψ از مضرب ی φ و r١(x) ≡ r٢(x) اینکه ر م م شود، صفر ی  بار حداقل ψ

فاصلۀ در φ که کنید فرض و هستند I روی ψ متوال صفر دو x٢ و x١ کنید فرض برهان.

(x١, x٢) روی ψ و φ تابع دو هر که م کنیم فرض همچنین، نشود. صفر (x١, x٢) باز

ψ′ و φ′ چون ذاریم. ب آن جای به را تابع منف م توانیم باشد، لازم اگر زیرا هستند، مثبت

ψ و φ رونس بنابراین، و ψ′(x٢) ≤ ٠ و ψ′(x١) ≥ ٠ که م دهد نتیجه هستند، پیوسته

در

W (x١) = φ(x١)ψ
′(x١) ≥ ٠, W (x٢) = φ(x٢)ψ(x٢) ≤ ٠ (٢. ١٧)

،x ∈ (x١, x٢) هر به ازای چون ول م کند. صدق

W ′(x) = φ(x)ψ′′(x)− φ′′(x)ψ(x)
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= [r١(x)− r٢(x)]φ(x)ψ(x) ≥ ٠,

است، تناقض در (٢. ١٧) معادلۀ با مسئله این است. (x١, x٢) روی صعودی تابع ی W

وابسته ψو φ صورت، این در باشد، W (x) ≡ ٠ و r١(x) − r٢(x) ≡ ٠ اینکه ر م

.(۴ .٢. ١ لم (توسط خط  اند

اگر باشد. I روی y′′ + r(x)y = ٠ معادلۀ غیرصفر جواب ی φ کنید فرض .۴ نتیجه

دارد. I روی صفر ی حداکثر φ آن گاه r(x) ≤ ٠

قضیۀ کم با آن گاه، ،x٢ و x١ مثلا، باشد، داشته I روی صفر دو φ جواب اگر برهان.

شدن این که شود، صفر (x١, x٢) روی باید u′′ = ٠ از Ψ(x) ≡ ١ جواب ،٢. ١٠

نیست.

از خاص حالت ی R روی y′′ = ٠ از غیرصفر جواب هر (الف) .۴ .٢. ٢ مثال

φ(x) = c١x+ c٢

دارد. صفر ی حداکثر و م شود داده نمایش راست خط ی با که است

است: زیر عموم جواب دارای y′′ − y = ٠ معادلۀ (ب)

φ(x) = c١e
x + c٢e

x, x ∈ R.

اینکه ر م است، φ(x) 6= ٠ ،x ∈ R هر به ازای آن گاه نباشند، صفر دو هر c٢ و c١ اگر

دارد. x = ٠ در صفر ی φ حالت این در که ،c٢ = −c١



جواب ها٨۵ صفرهای ٢. ٢

به صورت y′′ + y = ٠ جواب (ج)

φ(x) = c١ cosx+ c٢ sinx = a sin(x− b),

ی φ باشد a 6= ٠ اگر .b = − arctan(c١/c٢) و a =
√
c٢١ + c٢٢ که م شود معین

دارد. n ∈ Z ،xn = b+ nπ با معین شده صفر های از نامتناه تعداد

غیرصفر جواب

y′′ + r(x)y = ٠, x ∈ I, (٢. ١٨)

مثال (ج) قسمت مانند باشد، داشته صفر نامتناه تعداد ی آن اگر م شود، نامیده نوسان

اگر دارد. r تابع به وابسته نوسان جواب های معادله این ،٢. ٢. ٣ قضیۀ اساس بر .۴ .٢. ٢

اگر ول کنند، نوسان ۴ نتیجۀ توسط نم توانند جواب ها باشد، r(x) ≤ ٠

r(x) > k٢ > ٠, x ∈ I,

صفرهای از نامتناه تعداد ی I روی (٢. ١٨) جواب هر آن گاه مثبت، ثابت k برای

با که ،a sin k(x− b) مثل دارد، y′′ + k٢y = ٠ جواب صفرهای بین توزیع شده

xn = b+
nπ

k

(٢. ١٨) معادلۀ از صفر ی حداقل ،π/k طول با I از زیربازه هر بنابراین، م شود. معین

r وقت که البته یابد. افزایش صفرها تعداد که داریم انتظار م یابد، افزایش k وقت و دارد

است. واضح حالت این است، ثابت
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ی و نامتناه I فاصلۀ اگر که، م گیریم نتیجه اشتروم، جداسازی قضیۀ از همچنین

معادلۀ جواب

y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠

هستند. نوسان آن جواب های همۀ  آن گاه باشد، نوسان

معادلۀ  .۵ .٢. ٢ مثال

y′′ +
١
x
y′ + (١− ν٢

x٢
)y = ٠, ٠ < x <∞ (٢. ١٩)

فرمول از استفاده با است. پنجم فصل موضوع و است، معروف ν مرتبۀ از بسل معادلۀ به

درم آید: زیر به صورت بسل معادلۀ ،u =
√
xy (١۶ .٢)

u′′ + (١+
١− ۴ν
۴x٢

)u = ٠. (٢. ٢٠)

که م بینیم ،u′′ + u = ٠ و (٢. ٢٠) معادلۀ مقایسۀ با

r(x) = ١+
١− ۴ν٢

۴x٢

{
≥ ١, ٠ ≤ ν < ١

٢
< ١, ν > ١

٢

م گیریم: نتیجه ،١۴ .٢ قضیۀ از استفاده با

بسل معادلۀ جواب هر ،π طول با (٠,∞) از زیربازه هر در آن گاه، ٠ ≤ ν ≤ ١
٢ اگر (الف)

دارد. صفر ی حداقل

غیرصفر جواب هر ،π طول با (٠,∞) از زیربازه هر در آن گاه، باشد، ν > ١
٢ اگر (ب)

دارد. صفر ی حداکثر بسل معادلۀ

دقیقاً بسل معادلۀ غیرصفر جواب هر از متوال صفرهای بین فاصله ν،  آن گاه = ١
٢ اگر (ج)
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است. π

تمرین ها

حداکثر ، متناه بازۀ ی روی y′′+r(x)y = ٠ از غیرصفر جواب هر که کنید ثابت .٢. ٨

دارد. صفر متناه تعداد

معادلۀ از غیربدیه جواب هر که کنید ثابت .٢. ٩

y′′ +
k

x٢
y = ٠

استفاده x = et جانشین از راهنمایی: .k > ١
۴

اگر تنها و اگر است، نوسان (٠,∞) روی

شود.

معادلۀ  غیرصفر جواب هر که یرید ب نتیجه (٢. ٩) تمرین نتیجۀ از استفاده با .٢. ١٠

از نامتناه تعداد k >
١
۴

برای ،r(x) > k

x٢
اگر ،(٠,∞) روی y′′ + r(x)y = ٠

دارد. را صفرها از متناه تعداد ی تنها ،r(x) < ١
۴x٢ اگر و صفرها

که است (٠,∞) روی y′′ + r(x)y = ٠ از غیرصفر جواب ی φ کنید فرض .٢. ١١

نقطۀ  اگر و φ(x) > ٠ ، a مشخص مثبت عدد برای (٠, a) روی اگر .r(x) > ٠

x١ > x٠ نقطه در φ که کنید ثابت ،φ′(x٠) < ٠ که باشد داشته وجود x٠ ∈ (٠, a)

م شود. صفر

دارند. نوسان جواب (٠,∞) روی زیر معادله های کدام کنید مشخص .٢. ١٢

.y′′ + (sin٢(x) + ١)y = ٠ الف)

.y′′ − x٢y = ٠ ب)
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.y′′ + ١
x
y = ٠ ج)

را مستقل جواب هر صفرهای و کنید پیدا را ١
٢ مرتبۀ از بسل معادلۀ  عموم جواب .٢. ١٣

کنید. تعیین

y′′ + (١ + f(x))y = ٠ جواب های که کنید ثابت ،limx→∞ f(x) = ٠ اگر .١۴ .٢

هستند. نوسان

صفرها از نامتناه تعداد ی y′′ + xy = ٠ آیری١ معادلۀ  جواب هر که کنید ثابت .١۵ .٢

دارد. (−∞, ٠) روی صفر ی حداکثر و (٠,∞) روی

خودالحاق دیفرانسیل ر عمل ٢. ٣

تغییرات کم با که برم گردیم (٢. ١) دوم مرتبۀ خط دیفرانسیل معادله ، کل به صورت

است: زیر به صورت

p(x)y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠, (٢. ٢١)

معنای به این دهیم. قرار بررس مورد را آن جواب های تعامدی ویژگ های م خواهیم اکنون

کنیم. جست وجو را دارند قرار L٢ در که را (٢. ٢١) از C٢ جواب های باید ما که است آن

بنویسیم زیر به صورت م توانیم را (٢. ٢١) معادلۀ

Ly = ٠,

1Airy’s equation
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که

L = p(x)
d٢

dx٢
+ q(x)

d

dx
+ r(x), (٢. ٢٢)

که دارد قرار L٢(I)
⋂
C٢(I) در y مقدار و است دوم مرتبۀ خط دیفرانسیل ر عمل ی

دارند. اشتراک گفته شده اعمال همان با فضا دو این است. خط برداری فضای ی

A م شود. یادآوری جبرخط مفاهیم از برخ مرحله، این در بحث، انگیزۀ ایجاد برای

نگاشت به صورت X برداری فضای در خط ر عمل ی

A : X → X

م کند: صدق زیر شرط در x,y ∈ X و a, b ∈ F هر به ازای که است

A(ax+ by) = aAx+ bAy.

است A′ ر عمل باشد، داشته وجود اگر ،A الحاق باشد، داخل ضرب فضای ی X اگر

م کند: صدق زیر شرط در x,y ∈ X هر به ازای که

〈Ax, a〉 = 〈x, A′y〉.

م گویند. خودالحاق را A آن گاه باشد، A′ = A اگر

هر که م دانیم ،C روی Cn مانند باشد، متناه بعد با داخل ضرب فضای Xی اگر

ماتریس توسط ،{ei : ١ ≤ i ≤ n} متعامد پایۀ به نسبت ، خط ر عمل

A =

a١١ · · · a١n
... ...
an١ · · · ann

 = (aij)
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توسط آن خودالحاق ماتریس م شود. داده نمایش

A′ =

a١١ · · · an١
... ...
a١n · · · ann

 = (aji) = A
T
,

داریم: است. A مختلط مزدوج A که م شود معین

A =

a١١ · · · a١n
... ...
an١ · · · ann

 ,

است، آن ترانهادۀ  AT و

AT =

a١١ · · · an١
... ...
a١n · · · ann

 .

داشته وجود x ∈ X مانند غیرصفر بردار اگر م شود نامیده A ویژۀ مقدار a مختلط عدد

به طوری که باشد،

Ax = ax,

از م شود. نامیده a ویژۀ مقدار با متناظر A ر عمل ویژۀ بردار ی حالت این در x و

باشد، ( هرمیت (یا خودالحاق ماتریس A اگر که، م دانیم ببینید) را [١١] (مثال جبرخط

آن گاه:

هستند. حقیق اعداد هم A ویژۀ مقادیر (١)

هستند. متعامد متمایز ویژۀ مقادیر با متناظر A ویژۀ بردارهای (٢)

م دهند. یل تش X از پایه ی A ویژۀ بردارهای (٣)
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الحاق فرم که است این کار نخستین ،L٢ فضای به نتایج این گسترش برای ترتیب این به

ر عمل

L : L٢(I)
⋂

C٢(I) → L٢(I)

ضرایب م کنیم فرض شروع برای که آوریم، به دست را (٢. ٢٢) معادلۀ توسط تعریف شده

باشد، کران دار و بسته فاصله  ی I وقت کنید دقت هستند. I روی C٢ توابع r و q ،p

f, g ∈ هر به ازای ،L′ توسط L الحاق نشان دادن با است. C٢(I)
⋂
L٢(I) = C٢(I)

داریم: C٢(I)
⋂
L٢(I)

〈Lf, g〉 = 〈f, L′g〉. (٢. ٢٣)

از استفاده با باشد. نامتناه یا متناه است ن مم I فاصله که ،I = (a, b) م دهیم قرار

f از را دیفرانسیل ر عمل ،(٢. ٢٣) معادلۀ چپ سمت تغییردادن با جزء به جزء انتگرال گیری

داریم: بنابراین م دهیم. تغییر g به

〈Lf, g〉 =
∫ b

a

(pf ′′ + qf ′ + rf)gdx

= pf ′g|ba −
∫ b

a

f ′(pg)′dx+ qfg|ba −
∫ b

a

f(qg)′dx+

∫ b

a

frgdx

= [pf ′g − f(qg)′]|ba +
∫ b

a

f(pg)′′dx+ qfg|ba −
∫ b

a

f ′(pg)′dx

+

∫ b

a

frgdx

= 〈f, (pg)′′ − (qg)′ + rg∠+ [p(f ′g − fg′) + (q − p′)fg]ba,



اشتروم‐لیوویل ٩٢نظریۀ

باشد بی کران b و a در انتگرالده ها از ی هر یا باشد نامتناه (a, b) اگر انتگرال ها که

،p ∈ C٢(a, b) اگر فوق معادلۀ راست سمت که کنید دقت شده اند. گرفته نظر در ناسره

حدها بین تفاوت ، پایان جملۀ است خوش تعریف باشند r ∈ C(a, b) و q ∈ C١(a, b)

داریم: f, g ∈ L٢(I)
⋂
C٢(I) هر به ازای بنابراین، م دهد. نشان را b و a در

〈Lf, g〉 = 〈f, L∗g〉+ [p(f ′g − fg′۴) + (q − p′)fg]ba, (٢۴ .٢)

که

L∗g = (pg)′′ − (qg)′ + rg

= pg′′ + (٢p′ − q)g′ + (p′′ − q′ + r)g.

ر عمل

L∗ = p
d٢

dx٢
+ (٢p′ − q)

d

dx
+ (p′′ − q′ + r)

صورت، این در که باشد، L∗ = L وقت که م گویند، خودالحاق را L م نامند. L الحاق را

p = p, ٢p′ − q = q, p′′ − q′ + r = r.

در هستند. برقرار باشند، q = p′ و حقیق r و q ،p توابع اگر تنها و اگر معادله، سه این

حالت، این

Lf = p′′ + p′f ′ + rf

= (pf ′)′ + rf.
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دارد: را زیر صورت است، خودالحاق L وقت بنابراین،

L =
d

dx
(p
d

dx
) + r,

م شود: داده نمایش زیر ل ش به (٢۴ .٢) معادلۀ و

〈Lf, g〉 = 〈f, Lg〉+ p(f ′g − fg′)|ba. (٢۵ .٢)

است، خودالحاق ،L خودالحاق ر عمل که م بینیم (٢۵ .٢) و (٢. ٢٣) معادله   های مقایسۀ با

باشیم: داشته f, g ∈ L٢(I)
⋂
C٢(I) هر به ازای اگر

p(f ′g − fg′)|ba = ٠. (٢۶ .٢)

بین از L∗ عبارت در p′′ − q′ جملۀ باشد، q = p′ وقت مرحله، این در که است گفتن

نیست. لازم ر دی q′ و p′′ پیوستگ ازاین رو، م رود،

معادلۀ جواب های یعن هستیم، علاقه مند −L ر عمل برای ویژه مقدار مسئلۀ به ما

Lu+ λu = ٠ (٢. ٢٧)

ن مم است u 6= ٠ وقت است. برقرار λ مقدار هر برای معادله این است، u = ٠ وقت که

u 6= ٠ تابع هر هستند. −L ویژۀ مقادیر این ها باشد. برقرار λ از خاص مقادیر برای است

−L ویژۀ تابع ی λ مختلط عدد برای م کند، صدق (٢. ٢٧) معادلۀ در که C٢⋂L٢ در

مقادیر به عنوان −L ویژۀ توابع و ویژه مقادیر به همچنین، است. λ ویژۀ مقدار با متناظر

ویژۀ  توابع است، ن هم معادله این چون م کنیم. اشاره (٢. ٢٧) معادلۀ ویژۀ  توابع و ویژه
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(٢. ٢٧) معادلۀ به مناسب مرزی شرایط هنگام که م شوند. تعیین ضربی ثابت ی با −L

که م شود، نامیده اشتروم‐لیویل ویژۀ مقدار مسئلۀ ی آمده به دست دستگاه شود، اضافه

تنها و اگر است، خودالحاق −L که، است واضح م گیرد. قرار بحث مورد بعدی بخش در

است این هستیم، L جای به −L ویژۀ مقادیر دنبال به ما که دلیل باشد. خودالحاق L اگر

را ٢. ٣. ٣ (مثال دارد منف ویژۀ مقادیر است، مثبت p وقت L پیداست، که همان طور که،

زیرا م کند، بیان خلاصه به طور را آوردیم به دست تاکنون که را نتایج زیر قضیۀ ببینید).

L٢⋂C٢ نامتناه بعد با فضای به متناه بعد با فضای از را بالا (٢) و (١) ویژگ های

م دهد. تعمیم

دیفرانسیل ر عمل Lی : L٢(a, b)
⋂
C٢(a, b) → L٢(a, b) کنید فرض .٢. ٣. ١ قضیه

توسط تعریف شده دوم مرتبۀ خط

Lu = p(x)u′′ + q(x)u′ + r(x)u, x ∈ (a, b),

آن گاه .r ∈ C(a, b) و q ∈ C١(a, b) ،p ∈ C٢(a, b) که است،

q ≡ p′ و حقیق r و q ،p ضرایب اگر است، L∗ = L یعن است، خودالحاق L (١)

باشد.

برقرار (٢۶ .٢) معادلۀ و خودالحاق L اگر است، L′ = L یعن است، خودالحاق L (٢)

باشد.

معادلۀ  ویژۀ  مقادیر آن گاه باشد، خودالحاق L اگر (٣)

Lu+ λu = ٠
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L٢(a, b) در متمایز ویژۀ مقادیر با متناظر ویژۀ توابع از زوج هر و هستند حقیق هم

هستند. متعامد

λ ∈ C م کنیم فرض (٣) اثبات برای کرده ایم. ثابت را (٢) و (١) این از پیش ما برهان.

دارد، وجود ،f 6= ٠ ،f ∈ L٢(a, b)
⋂
C٢(a, b) تابع آن گاه باشد L ویژۀ مقدار ی

به طوری که

Lf + λf = ٠

λ ‖ f ‖ = 〈λf, f〉 = −〈f, Lf〉.

است، خودالحاق L چون

−〈Lf, f〉 = −〈f, Lf〉 = 〈f, λf〉 = λ ‖ f ‖ ٢.

.λ = λ ، ‖ f ‖ 6= ٠ چون .λ ‖ f ‖ ٢ = λ ‖ f ‖ ٢ ازاین رو،

باشد، g ∈ L٢(a, b)
⋂
C٢(a, b) ویژۀ تابع با متناظر −L از ری دی ویژۀ مقدار µ اگر

آن گاه

λ〈f, g〉 = −〈Lf, g〉 = −〈f, Lg〉 = µ〈f, g〉

(λ− µ)〈f, g〉 = ٠

λ 6= µ⇒ 〈f, g〉 = ٠.
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باشد، q = p′ ،L ر عمل در وقت شد، اشاره این از پیش که همان  گونه .٢. ٣. ٢ تبصره

است. معتبر باشد، پیوسته p′ که ضعیف تر شرط تحت قضیه این نتایج

ویژۀ توابع تعیین برای است. خودالحاق r = ٠ ،p = ١ با −( d٢

dx٢
) ر عمل .٢. ٣. ٣ مثال

کنیم: حل را زیر معادلۀ باید ما ،C٠)٢, π) در آن

u′′ + λu = ٠.

به صورت معادله عموم جواب م گیریم. نظر در را است λ > ٠ حالت که نخست،

م شود: معین زیر

u(x) = c١ cos
√
λx+ c٢ sin

√
λx. (٢. ٢٨)

مرزی شرایط با

u(٠) = u(π) = ٠

شرایط به کاربردن با است. خودالحاق واقع در − d٢

dx٢
بنابراین، است، برقرار ،(٢۶ .٢) معادلۀ

م آوریم: به دست (٢. ٢٨) معادلۀ برای مرزی

u(٠) = c١ = ٠

u(π) = c٢ sin
√
λπ = ٠ ⇒

√
λπ = nπ ⇒ λ = n٢, n ∈ N.

دنبالۀ توسط − d٢

dx٢
ویژۀ مقادیر بنابراین،

(n٢ : n ∈ N) = (١, ۴, ٩, · · · ),
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هستند: زیر به صورت آنها به متناظر ویژۀ توابع و م شوند معین

(sinnx : n ∈ N) = (sin x, sin ٢x, sin ٣x, · · · ).

همچنین مرزی شرایط چون م گیریم، نظر در را c٢ = ١ ، سادگ برای که باشید داشته توجه

آن نرم بر ویژه توابع از هری تقسیم با همچنین، هستند. ن هم هم معادله ویژۀ مقدار

و م شوند نرمال ویژه توابع ،‖ sinnx‖=
√∫ π

٠ sin٢ xdx =
√

π
٢

(

√
٢
π
sinnx : n ∈ N),

م آوریم. به دست را

باشد، λ < ٠ اگر م شود. c١x + c٢ دیفرانسیل، معادله  جواب باشد، λ = ٠ اگر

شرایط از استفاده مورد، هر در م شود. c١ coshx
√
−λx+ c٢ sinh

√
−λx آن جواب

به عنوان بدیه جواب ول م شود. منجر c١ = c٢ = ٠ نتیجۀ به x = π و x = ٠ مرزی

نداریم. ویژه ای مقدار هیچ (−∞, ٠] فاصلۀ در بنابراین، نیست، قبول قابل ویژه تابع ی

un(x) = ویژۀ توابع ،٢. ٣. ١ قضیۀ طبق هستند، حقیق اعداد λn = n٢ ویژۀ مقادیر

،n 6= m هر به ازای چون متعامدند، L٠)٢, π) در sinnx

∫ π

٠
sinnx sinmx =

١
٢
[
sin(n−m)x

n−m
− sin(n+m)x

n+m
]|π٠ = ٠.

ی ویژۀ مقادیر دقیق تعیین وقت ها گاه م دهیم، نشان بعد مثال در که همان طور

نیست. ن مم دستگاه
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معادلۀ  .۴ .٢. ٣ مثال

u′′ + λu = ٠

جداشدۀ مرزی شرایط با ،(٠, l) فاصلۀ روی را

u(٠) = ٠, hu(l) + u′(l) = ٠,

م گیریم. نظر در است، مثبت ثابت ی h که

است. آسان ندارد ویژه مقدار (−∞, ٠] فاصلۀ روی دستگاه این که مورد این بررس

عموم جواب است، λ > ٠ وقت که

u(x) = c١ cos
√
λx+ c٢ sin

√
λx,

م شود: نتیجه دوم مرزی شرط از .c١ = ٠ م کند ایجاب مرزی شرط نخستین است.

c٢(h sin
√
λl +

√
λ cos

√
λl) = ٠.

بنابراین، نم آوریم، به دست ویژه ای تابع صورت این در باشد، صفر نم تواند c٢ چون

h sin
√
λl +

√
λ cos

√
λl = ٠

آنها از هیچ ی که م شود نتیجه شوند، صفر نم توانند دو هر cos
√
λl و sin

√
λl چون

م آوریم: به دست ،cos
√
λl بر طرفین تقسیم با بنابراین، نیستند. صفر

tan
√
λl = −

√
λ

h
.
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معادلۀ توسط α که م شود مشاهده ،α =
√
λl جای گذاری با

tanα = − α

hl

نمودارهای تقاطع نقاط توسط که است غیرجبری معادلۀ ی این م شود. معین

y = tanα, tanα = − α

hl

است. شده داده نشان ٢. ٢ ل ش در (αn) دنبالۀ توسط که همان طور م شود، حل

y = tanα :٢. ٢ ل ش

هستند: زیر به صورت مسئله ویژۀ توابع و ویژه مقادیر

λn = (
αn

l
)n,
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un(x) = sin(
αnx

l
), ٠ ≤ x ≤ ١, n ∈ N,

است. برقرار وضوح به (٣) قسمت ٢. ٣. ١ قضیۀ در نتایج و

ن مم ٢. ٣. ١ قضیۀ در L ر عمل باشد، p′ 6= q ،I روی اگر م دهد، نشان زیر مثال

تبدیل خودالحاق صوری به طور ر عمل ی به شود، ضرب مناسب تابع ی در وقت که است

شود.

کنید فرض .۵ .٢. ٣ مثال

L = p(x)
d٢

dx٢
+ q(x)

d

dx
+ r(x), x ∈ I = [a, b],

کلیت به اینکه بدون .r ∈ C(I) و q ∈ C١(I) نم شود، صفر I روی p ∈ C٢(I) که

p 6= q′ اگر باشد. p(x) > ٠ ،x ∈ I هر به ازای که م کنیم فرض شود، وارد خلل مسئله

م کنیم: تعریف را زیر ر عمل L در ρ تابع ضرب با باشد،

L̃ = ρL = ρp(x)
d٢

dx٢
+ ρq(x)

d

dx
+ ρr(x).

اگر است، خودالحاق L̃

ρq = (ρp)′ = ρp′ + ρ′p.

به صورت آن جواب که است، ρ برحسب اول مرتبۀ دیفرانسیل معادله ی این

ρ(x) =
c

p(x)
exp(

∫ x

a

q(t)

p(t)
dt), (٢. ٢٩)
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مثبت کاملا I روی که است C٢ تابع ی ρ که باشید داشته توجه است. ثابت c که است

زمان که ، یعن م شود، تبدیل (ناصفر) ثابت ی به تابع این باشد، q = p′ وقت که است.

است. خودالحاق L

ر های عمل برای را ٢. ٣. ١ قضیۀ (٣) بخش که م دهد اجازه ما به ۵ .٢. ٣ مثال نتیجۀ

p > ٠ که ،Lu = pu′′ + qu′ + ru اگر دهیم. تعمیم نیستند، خودالحاق که دیفرانسیل

ویژۀ مقدار معادلۀ  ضرب با باشد، q 6= p′ و

Lu+ λu = ٠,

م آوریم: به دست ،(٢۶ .٢) در تعریف شده ρ مثبت تابع در

ρLu+ λρu = ٠, (٢. ٣٠)

با است برابر (٢۶ .٢) معادلۀ ،ρ > ٠ گرفتن نظر در با است. خودالحاق ρL که

ρp(f ′g − fg′)|ba = ٠.

مقدار با متناظر L ویژۀ تابع ی u ∈ L٢
ρ اگر م شود. خودالحاق ρL ر عمل کار، این با

بنویسیم: م توانیم باشد، λ ویژۀ

λ‖u‖٢ρ = 〈λρu, u〉

= 〈−ρLu, u〉

= 〈u,−ρLu〉
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= 〈u, λρu〉

= λ‖u‖٢ρ.

ویژۀ تابع υ ∈ L٢
ρ اگر این، بر افزون است. حقیق عدد ی λ که است آن معنای به این

آن گاه باشد، µ ویژۀ مقدار با متناظر L از ری دی

(λ− µ)〈u, υ〉ρ = λ〈ρu, υ〉 − µ〈ρu, υ〉

= 〈λρu, υ〉 − 〈u, µρυ〉

= 〈−ρLu, υ〉 − 〈u,−ρLυ〉 = ٠,

است. متعامد L٢
ρ در υ با u آن گاه باشد، λ 6= µ اگر بنابراین، است. خودالحاق ρL زیرا

کرده ایم: ثابت را (ج) ٢. ٣. ١ قضیۀ از زیر تعمیم بنابراین،

باشد خودالحاق خط ر عمل ی L : L٢(a, b)
⋂
C٢(a, b) → L٢(a, b) اگر .۵ نتیجه

معادلۀ ویژۀ مقادیر آن گاه باشد، [a, b] روی مثبت و پیوسته تابع ی ρ و

Lu+ λρu = ٠

L٢
ρ(a, b) در متمایز ویژۀ مقادیر با متناظر ویژۀ توابع جفت هر و هستند حقیق هم

متعامدند.

در Lu + λρu = ٠ معادلۀ ویژۀ توابع و ویژه مقادیر نتیجه، این در (١) .۶ .٢. ٣ تبصره

هستند. −ρ−١L ر عمل ویژۀ توابع و ویژه مقادیر واقع
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مثبت و پیوسته [a, b] روی ρ وزن تابع چون است. متناه (a, b) فاصلۀ کنید فرض (٢)

م کند: صدق زیر رابطۀ در آن β مقدار ماکزیمم و α مقدار مینیمم است،

٠ < α ≤ ρ(x) ≤ β <∞.

که است آن معنای به این

√
α‖u‖ ≤ ‖u‖ρ ≤

√
β‖u‖,

و م شود گفته معادل نرم دو، این به .‖u‖ < ∞ اگر تنها و اگر ‖u‖ρ < ∞ بنابراین، و

ضرب های اگرچه هستند، مشابه توابع شامل وضوح به طور L٢(a, b) و L٢
ρ(a, b) فضای دو

دارند. متفاوت داخل

درحقیقت، باشد. دوم مرتبۀ دیفرانسیل ر عمل L که نیست نیازی نتیجه این اثبات در (٣)

است. درست داخل ضرب فضای ی روی خودالحاق خط ر عمل هر برای نتیجه

کنید. پیدا را زیر مرزی مقدار مسئلۀ ویژۀ مقادیر و ویژه توابع .٢. ٣. ٧ مثال

x٢y′′ + xy′ + λy = ٠, ١ < x < b, (٢. ٣١)

y(١) = y(b) = ٠. (٢. ٣٢)

با است. xm ل ش به آن جواب های که است ‐اویلر کوش معادلۀ (٢. ٣١) معادلۀ حل:

داریم: معادله در آن جای گذاری

m(m− ١) +m+ λ = ٠
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⇒ m = ±i
√
λ.

داریم: است، λ > ٠ اینکه فرض با

xi
√
λ = ei

√
λ log x = cos(

√
λ log x) + i sin(

√
λ log x),

با است برابر (٣. ٢١) معادلۀ عموم جواب و

y(x) = c١ cos(
√
λ log x) + c٢ sin(

√
λ log x).

م آوریم: به دست (٢. ٣٢) مرزی شرایط به کارگیری با

y(١) = c١ = ٠, y(b) = c٢ sin(
√
λ log b) = ٠.

که است آن معنای به این دهیم، قرار صفر برابر را c٢ و c١ ثابت دو هر نم توانیم چون

sin(
√
λ log b) = ٠,

⇒
√
λ log b = nπ, n ∈ N.

مثبت حقیق اعداد دنبالۀ توسط مرزی مقدار مسئلۀ ویژۀ مقادیر بنابراین،

λn = (
nπ

log b
)٢, n ∈ N,

است: زیر به صورت متناظر ویژۀ توابع دنبالۀ و

yn = sin(
nπ

log b
log x).
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دیفرانسیل ر عمل که مشاهده شد اینجا در

x٢
d٢

dx٢
+ x

d

dx

وزن تابع در ضرب از پس اما نیست، خودالحاق صوری به طور

ρ(x) =
١
x٢

exp(

∫ x

١

١
t
dt) =

١
x

است: زیر به صورت حاصل ر عمل آن گاه م شود. خودالحاق صوری به طور

L = x
d٢

dx٢
+

d

dx
=

d

dx
(x

d

dx
).

در که هستند −p−١L = −xL ویژۀ توابع واقع در مسئله این (yn : n ∈ N) ویژۀ توابع

،m 6= n هر به ازای که است واضح هستند. متعامد L١)٢, b) نه ،L٢
ρ(١, b)

〈ym, yn〉ρ =
∫ ρ

١
sin(

mx

log b
log x) sin(

nx

log b
log x)

١
x
dx

=
log b

π

∫ π

٠
sinmξ sinnξdξ

= ٠.

ندارد. وجود ویژه ای مقادیر هیچ (−∞, ٠] فاصلۀ در که دهید نشان تمرین ی به عنوان

تمرین ها

لاگرانژ اتحاد ،L = d
dx
(p d

dx
) + r به باتوجه .١۶ .٢

uLυ − υLu = [p(uυ′ − υu′)]′
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اتحاد، این انتگرال کنید. ثابت ∫را b

a

(uLυ − υLu)dx = [p(uυ′ − υu′)]|ba

است. معروف گرین فرمول به

کنید. تعیین را زیر دیفرانسیل رهای عمل ویژۀ مقادیر و مشخصه توابع .٢. ١٧

. d٢

dx٢
: C(∞,٠)٢ → C(٠,∞) (الف)

. d٢

dx٢
: L(∞,٠)٢

⋂
C(∞,٠)٢ → L(∞,٠)٢ (ب)

−( d٢

dx٢
) : L٠)٢, π)

⋂
C٠)٢, π) → L٠)٢, π) دیفرانسیل ر عمل که کنید ثابت .٢. ١٨

توابع و ویژه مقادیر که کنید بررس است. خودالحاق u(٠) = u′(π) = ٠ مرزی شرایط با

م کند. صدق (ج) قسمت ٢. ٣. ١ قضیۀ در آن مشخصۀ

فرم در مناسب وزن تابع ی در ضرب با را زیر دیفرانسیل رهای عمل از هری .٢. ١٩

دهید. قرار p > ٠ ،p( d٢

dx٢
) + p′( d

dx
) + r

.x > ٠ ،x٢ d٢

dx٢
الف)

.x ∈ R ، d٢

dx٢
− x d

dx
ب)

.x > ٠ ، d٢

dx٢
− x٢ d

dx
ج)

.x > ٠ ،x٢ d٢

dx٢
− x d

dx
+ (x٢ − λ) د)

مرزی شرایط تحت (٠, l) روی را u′′ + u = ٠ مشخصۀ توابع و ویژه مقادیر .٢. ٢٠

کنید. تعیین ،h ≤ ٠ که hu(l) + u′(l) = ٠ ،u(٠) = ٠

قرار Lu+λρu = ٠ استاندارد فرم در را u′′+٢u′+λu = ٠ معادلۀ  ویژۀ مقدار .٢. ٢١

شرایط با [٠, l] روی را آن مشخصۀ توابع و ویژه مقادیر آن گاه است. خودالحاق L که دهید
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است. موافق ۵ نتیجۀ با کنید بررس کنید. پیدا u(٠) = u(١) = ٠ مرزی

شرایط با [١, e] روی را x٢u′′ + λu = ٠ معادلۀ  مشخصۀ توابع و ویژۀ مقادیر .٢. ٢٢

آورید. به دست u(١) = u(e) = ٠ مرزی

اشتروم‐لیوویل مسئلۀ ۴ .٢

مسئلۀ ی به عنوان است ن مم خط دیفرانسیل معادله ی ونه چ که دیدیم ٢. ٣ بخش در

مفهوم شود. مطرح نامتناه بعد با برداری فضای در دیفرانسیل ر عمل ی برای ویژه مقدار

تعریف شده متناه بعد با فضای در خط تبدیلات با قیاس روی ترسیم با خودالحاق پذیری

حقیق آن ویژۀ  مقادیر اینکه یعن خودالحاق، ماتریس اول ویژگ دو چطور که دیدیم و بود

ویژگ شد. تفسیر ٢. ٣. ١ قضیۀ در واژه به واژه) (تقریباً هستند، متعامد آن ویژۀ  بردارهای و

بردارهای ماتریس درحقیقت و م کند تولید را فضا آن ویژۀ بردارهای که است این سوم

رهای عمل برای به دست آمده متناظر نتیجۀ به بخش، این م دهد. نشان را آنها تعداد ویژه،

م شود. بیان ۶ .۴ .٢ و ۵ .۴ .٢ قضایای توسط که م شود مربوط دیفرانسیل

است: زیر به صورت خودالحاق ر عمل ی L کنید فرض

L =
d

dx
(p(x)

d

dx
) + r(x). (٢. ٣٣)

ویژۀ مقدار معادلۀ 

Lu+ λp(x)u = ٠, x ∈ (a, b), (٣۴ .٢)
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مجزا، ن هم مرزی شرایط با

α١u(a) + α٢u
′(a) = ٠, | α١ | + | α٢ | > ٠, (٣۵ .٢)

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠, | β١ | + | β٢ | > ٠ (٣۶ .٢)

اختصار به یا م شود، نامیده اشتروم‐لیوویل ویژۀ مقدار مسئلۀ هستند، ثابت βi و αi که

م نامند. اشتروم‐لیوویل مسئلۀ

موجود آنها اگر که درم یابیم ۵ نتیجۀ  از است، خودالحاق مرزی شرایط این با L چون

هستند. متعامد L٢
ρ(a, b) در ویژه شان توابع و حقیق (٣۴ .٢) معادلۀ  ویژۀ مقادیر باشند،

(٣۴ .٢) معادله های دستگاه نباشد، صفر [a, b] روی p و کران دار (a, b) فاصلۀ هنگام که

منظم، مسئلۀ در است. منفرد وگرنه م شود، نامیده منظم اشتروم‐لیوویل مسئلۀ (٣۶ .٢) تا

جواب های است. p(x) > ٠ ،[a, b]روی که م کنیم فرض مسئله، کلیت ازدست دادن بدون

مرزی شرایط در که هستند C٢ در −L
ρ

ر عمل ویژۀ توابع وضوح به اشتروم‐لیوویل مسئلۀ

م کنند. صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢)

تعداد ه بل دارد، جواب نه تنها منظم اشتروم‐لیوویل مسئلۀ که م دهیم نشان اکنون

مرحله ای به صورت اساس نتیجۀ این م کنند. تولید را L٢(a, b) که دارد وجود آنها از کاف

برای را گرین تابع نخست، است. ρ(x) = ١ که م کنیم فرض ، سادگ برای م شود. اثبات

جزئیات برخ از ρ انتخاب این م سازیم. (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط با L ر عمل

ی به رسیدن برای گرین تابع از م کند. جلوگیری کل اصل پیچیده کردن بدون گیج کننده،
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،−L ویژۀ توابع م کنیم. استفاده ،(L (معکوس L−١ برای انتگرال عبارت

Lu+ λu = ٠,

،L−١ ویژۀ توابع با منطبق

L−١u+ µu = ٠,

طیف ویژگ های تجزیه وتحلیل با هستند. µ = ١
λ

به وابسته متناظر ویژۀ مقادیر و است

م رسیم. مطلوب نتایج به آن ویژۀ توابع و ویژه مقادیر یعن ،L−١

داد. خواهیم توضیح بیشتر بخش این پایان در (تکین) منفرد مسئلۀ دربارۀ 

ویژه توابع وجود ١ .۴ .٢

خودالحاق دیفرانسیل ر عمل برای گرین تابع

L = p
d٢

dx٢
+ p′

d

dx
+ r,

مرزی شرایط با

α١u(a) + α٢u
′(a) = ٠, | α١ | + | α٢ | > ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠, | β١ | + | β٢ | > ٠,

تابع

G : [a, b]× [a, b] → R
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است. زیر ویژگ های با

،x, ξ ∈ [a, b] هر به ازای یعن است، متقارن G .١

G(x, ξ) = G(ξ, x)

م  کند. صدق مرزی شرایط در G و

{[a, b]× [a, b]{(x, ξ) : روی C٢ کلاس از و [a, b]× [a, b] روی پیوسته تابع Gی .٢

م کند: صدق زیر دیفرانسیل معادله در که است x = ξ}

LxG(x, ξ) = p(x)Gxx(x, ξ) + p′(x)Gx(x, ξ) + r(x)G(x, ξ) = ٠.

داریم: ببینید). را ٢. ٣ ل (ش دارد جهش ناپیوستگ x = ξ در ∂G/∂x مشتق .٣

∂G

∂x
(ξ+, ξ)− ∂G

∂x
(ξ−, ξ) = lim

δ→٠+
[
∂G

∂x
(ξ + δ, ξ)− ∂G

∂x
(ξ − δ, ξ)]

=
١
p(ξ)

. (٢. ٣٧)

تنها (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مجزای مرزی شرایط با ،Lu = ٠ ن هم معادلۀ که م کنیم فرض

گرین تابع :٢. ٣ ل ش
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در نیست. −L ویژۀ مقدار ،٠ که است آن معنای به این داراست. را u = ٠ بدیه جواب

−L ویژۀ مقدار که باشد حقیق عدد ی λ̃ اگر زیرا م شود، حفظ مسئله کلیت فرض، این

کنیم: تعریف را زیر ر عمل م توانیم نیست،

L̃ = L+ λ̃ = p
d٢

dx٢
+ p′

d

dx
+ r̃,

چون اکنون، .r̃(x) = r(x) + λ̃ که

Lu+ λu = L̃u+ (λ− λ̃)u,

مقدار ی λ− λ̃ اگر تنها و اگر است، u ویژۀ تابع با متناظر −L ویژۀ  مقدار λ که م بینیم

نم تواند صفر نیست، −L ویژۀ مقدار ی λ̃ چون باشد. u ویژۀ همان با متناظر −L̃ ویژۀ

که دارند وجود حقیق اعداد که م شود نتیجه بعدی لم از بنابراین، باشد. L̃ ویژۀ مقدار

نیستند. −L ویژۀ مقادیر

شده اند. کران دار پایین از حقیق ثابت با −L ویژۀ مقادیر .١ .۴ .٢ لم

م کند، صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در که u ∈ C٢([a, b]) هر به ازای برهان.

داریم:

〈−Lu, u〉 =
∫ b

a

[−(pu′)′u− r | u |٢]dx

=

∫ b

a

[p | u′ |٢ −r | u |٢]dx+ p(a)u′(a)u(a)− p(b)u′u(b)

=

∫ b

a

[p | u′ |٢ −r | u |٢]dx+ p(b)
β١
β٢
u٢(b)− p(a)

α١

α٢
u٢(a).
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سمت دوم جملۀ و u(b) = ٠ که دارد اشاره دوم مرزی شرط آن گاه باشد، β٢ = ٠ اگر

حالت که در است. صفر باشد، α٢ = ٠ اگر سوم جملۀ مشابه به طور م رود. بین از راست

که م شود نتیجه فوری است، u(a) = u(b) = ٠ مرزی مقادیر با −L ویژۀ تابع u

λ‖u‖٢ =
∫ b

a

p(x) | u′(x) |٢ dx−
∫ b

a

r(x) | u(x) |٢ dx

≥ −‖u‖٢max{| r(x) |: a ≤ x ≤ b}. (٢. ٣٨)

است. λ پایین کران ی l = −max{| r(x) |: a ≤ x ≤ b} ازاین رو،

β١u(b)+ و α١u(a)+α٢u
′(a) = ٠ مجزای مرزی شرایط در u اگر ر، دی سوی از

دو از بیش نم تواند که م دهد نشان زیر ابعادی استدلال آن گاه کند، صدق β٢u
′(b) = ٠

باشد. داشته وجود l از کمتر ویژۀ مقدار با −L از خط مستقل ویژۀ تابع

u٢ ،u١ خط مستقل ویژۀ تابع سه دارای −L کنید فرض هستیم. تناقض ی دنبال به

مسئله کلیت به اینکه بدون است. l از کمتر هم λ٣ و λ٢ ،λ١ متناظر ویژۀ مقادیر با u٣ و

چون متعامدند. مشخصه توابع که م کنیم فرض شود، وارد خلل

α١ui(a) + α٢u
′
i(a) = ٠,

β١ui(b) + β٢u
′
i(b) = ٠, i = ١, ٢, ٣

بعدی ی زیرفضای ی در (ui(b), u′i(b)) و (ui(a), u
′
i(a)) بردار شش هر که م بینیم

فضای زیر در ui = (ui(a), u
′
i(a), ui(b), u

′
i(b)) بردار سه بنابراین، م گیرند. قرار R٢

را c١u١ + c٢u٢ + c٣u٣ خط ترکیب م توانیم ما بنابراین، م گیرند قرار R۴ بعدی دو
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به طوری که نیستند، صفر ضرایب همۀ آن در که دهیم یل تش

c١u١ + c٢u٢ + c٣u٣ = ٠.

که، معناست آن به این

c١u١(a) + c٢u٢(a) + c٣u٣(a) = ٠,

c١u١(b) + c٢u٢(b) + c٣u٣(b) = ٠.

تابع بنابراین،

υ(x) = c١u١(x) + c٢u٢(x) + c٣u٣(x)

ویژۀ مقدار درنتیجه، و م کند صدق υ(a) = υ(b) = ٠ در که است −L ویژۀ تابع ی

است: تناقض در زیر نامساوی با ول م شود، کران دار l با پایین از آن

〈−Lυ, υ〉 = λ١ | c١ |٢ +λ٢ | c٢ |٢ +λ٣ | c٣ |٢

< l(| c١ |٢ + | c٢ |٢ + | c٣ |٢) = l‖υ‖٢.

م سازیم: (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط با L ر عمل برای را گرین تابع اکنون،

α١u(a) + α٢u
′(a) = ٠, | α١ | + | α٢ | > ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠, | β١ | + | β٢ | > ٠.
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دو دارای Lu = ٠ ،[۶] دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادله  برای استاندارد وجودی قضیۀ طبق بر

به طوری که است، υ٢ و υ١ (ناصفر) منحصربه فرد جواب

υ١(a) = α٢, υ′١ = −α١,

υ١(b) = β٢, υ′٢ = −β١.

م کند: صدق x = a در مرزی شرط نخستین در υ١ بنابراین،

α١υ١(a) + α٢υ
′
١(a) = ٠,

م کند: صدق دوم شرط در υ٢ و

β١υ٢(b) + β٢υ
′
١(b) = ٠

از (غیرصفر) ثابت مضرب هرکدام وگرنه هستند، خط مستقل υ٢ و υ١ که است واضح

صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در و Lu = ٠ در دو هر آن گاه و است ری دی

دارد. تناقض نیست، L ویژه مقدار صفر اینکه فرض با این ول م کنند.

م کنیم: تعریف اکنون،

G(x, ξ) =

{
c−١υ١(ξ)υ٢(x) a ≤ ξ ≤ x ≤ b
c−١υ١(x)υ٢(ξ) a ≤ x ≤ ξ ≤ b,

(٢. ٣٩)

که

c = p(x)[υ١(x)υ
′
٢(x)− υ′١(x)υ٢(x)] = p(x)W (υ١, υ٢)(x) (۴٢. ٠)
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صفر [a, b] روی W نه و p نه که م شود نتیجه حقیقت این از این است. غیرصفر ثابت

است: زیر به صورت [a, b] روی ببینید) را ١۶ .٢ (تمرین لاگرانژ اتحاد و نم شوند

[p(υ١υ
′
٢ − υ′١υ٢)]

′ = υ١Lυ٢ − υ٢Lυ١ = ٠.

بالا در که G(ξ, x) ویژگ های همۀ  که دهیم نشان که است ساده مسئلۀ ی این اکنون

از دیفرانسیل گیری با م کنیم. بررس را (٢. ٣٧) معادلۀ  اینجا در هستند. برقرار است، آمده

م آوریم: به دست (٢. ٣٩)

∂G

∂ξ
(x+ δ)− ∂G

∂ξ
(x, x− δ) =

١
c
[υ١(x)υ

′
٢(x, x+ δ)− υ′١(x− δ)υ٢(x)],

δ → ٠ وقت عبارت این ،υ′٢ و υ′١ پیوستگ و (۴٢. ٠) معادلۀ به توجه با است. δ > ٠ که

م کند. میل ١
p(x)

به است،

کم با C([a, b]) روی را T ر عمل اکنون

(Tf)(x) =

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ)dξ, (۴٢. ١)

دیفرانسیل معادله و است C٢([a, b]) کلاس از Tf که م دهیم نشان و م کنیم تعریف

داریم: دیفرانسیل گیری، و (۴٢. ١) معادلۀ بازنویس با م کنیم. حل را Lu = ٠

(Tf)(x) =

∫ x

a

G(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x

G(x, ξ)f(ξ)dξ,

(Tf)′(x) =

∫ x

a

Gx(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x

Gx(x, ξ)f(ξ)dξ,
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(Tf)′′(x) =

∫ x

a

Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ +Gx(x, x
−)f(x−)

+

∫ b

x

Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ +Gx(x, x
+)f(x+),

کرده ایم. استفاده (Tf)′(x) آوردن به دست برای ξ = x در f و G پیوستگ از ما که

ازآنجاکه

Gx(x, x
−)−Gx(x, x

+) =
١
c
[υ١(x

−)υ′٢(x)− υ′١(x)υ٢(x
+)] =

١
p(x)

,

داریم: ،υ٢ و υ١ پیوستگ از استفاده با

(Tf)′′(x) =

∫ x

a

Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x

Gx(x, ξ)f(ξ)dξ +
f(x)

p(x)
.

هر به ازای که حقیقت این به توجه با و دارد قرار C٢([a, b]) در Tf که م شود نتیجه

در ،LxG(x, ξ) = ٠ ،ξ 6= x

L(Tf)(x) = p(x)(Tf)′′(x) + p′(x)(Tf)′(x) + r(x)(Tf)(x)

=

∫ x

a

LxG(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x

LxG(x, ξ)f(ξ)dξ + f(x)

= f(x),

م کند. صدق

(٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در Tf که است Gواضح تابع تعریف از (١) ویژگ از

(٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در u ∈ C٢([a, b]) اگر ر، دی طرف از م کند. صدق

ویژگ های و u′ و u ،p پیوستگ از استفاده با و جزءبه جزء انتگرال گیری با آن گاه کند، صدق
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م آوریم: به دست G

T (Lu)(x) =

∫ x

a

G(x, ξ)Lu(ξ)dξ +

∫ b

x

G(x, ξ)Lu(ξ)dξ

= p(ξ)[u′(ξ)G(x, ξ)− u(ξ)Gξ(x, ξ)]|xa +
∫ x

a

u(ξ)LξG(x, ξ)dξ

+ p(ξ)[u′(ξ)G(x, ξ)− u(ξ)Gξ(x, ξ)]|bx +
∫ b

x

u(ξ)LξG(x, ξ)dξ

= p(ξ)u(ξ)Gξ(x, ξ)|x
+

x− + p(ξ)[u′(ξ)G(x, ξ)− u(ξ)Gξ(x, ξ)]|ba

= u(x),

استفاده م کنند، صدق مجزا مرزی شرایط Gدر و u که حقیقت این و (٢. ٣٧) معادلۀ  از که

دستگاه و م کند عمل L ر عمل برای معکوس نوع به عنوان T ر عمل بنابراین، کرده ایم.

اشتروم‐لیوویل معادلات

Lu+ λu = ٠,

α١u(a) + α٢u
′(a) = ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠,

ویژۀ مقدار معادلۀ  با معادل

Tu = µu,

λ ویژۀ مقدار با متناظر اشتروم‐لیوویل مسئلۀ ویژۀ تابع u ر، دی بیان به است. µ = − ١
λ

با

ویژگ باید ما باشد. − ١
λ

ویژۀ مقدار با متناظر T از ویژه تابع ی آن اگر تنها و اگر است،

کنیم. استنتاج T انتگرال ر عمل از را منظم اشتروم‐لیوویل مسئلۀ طیف



اشتروم‐لیوویل ١١٨نظریۀ

که خاص حالت در داده ایم، توضیح گرین تابع ساختن برای ما که را روش زیر، مثال

م دهد. شرح است، d٢

dx٢
برابر [٠, ١] فاصلۀ در L ر عمل

کنید، فرض .٢ .۴ .٢ مثال

u′′ + λu = ٠, ٠ < x < ١,

u(٠) = u(١) = ٠.

دارد. مثبت ویژه مقادیر تنها معادلات دستگاه این که دیده ایم ٢. ٣. ٣ مثال در این از پیش ما

است: زیر به صورت دیفرانسیل معادله  عموم جواب

υ(x) = c١ cos
√
λx+ c٢ sin

√
λx.

زیر اولیۀ شرایط در که را υ١ جواب ما ،α٢ = β٢ = ٠ و α١ = β١ = ١ اینکه به توجه با

م کنیم: جست وجو م کند، صدق x = ٠ در

υ(٠)١ = α٢ = ٠, υ′(٠)١ = −α١ = −١.

م کند: ایجاب شرایط این

c١ = ٠,
√
λc٢ = −١.

ازاین رو،

υ١(x) = − ١√
λ
sin

√
λx.
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شرایط در که υ٢ جواب مشابه، به طور

υ(١)٢ = β٢ = ٠, υ′(٠)٢ = −β٢ = ١,

است: زیر به صورت م کند، صدق

υ٢(x) =
sin

√
λ√

λ
cos

√
λx− cos

√
λ√

λ
sin

√
λx.

م گیریم: نظر در زیر به صورت (٢. ٣٩) معادلۀ به توجه با را گرین تابع اکنون

G(x, ξ) =

{
c−١υ١(ξ)υ٢(x), ٠ ≤ ξ ≤ x ≤ ١
c−١υ١(x)υ٢(ξ), ٠ ≤ x ≤ ξ ≤ ١ ,

م شود. معین sin
√
λ√

λ
توسط و کرد محاسبه (٢. ٣٩) معادلۀ از استفاده با م توان را c ثابت

بنابراین،

G(x, ξ) =

{
sin

√
λξ√

λ sin
√
λ
(cos

√
λ sin

√
λx− sin

√
λ cos

√
λx), ٠ ≤ ξ ≤ x ≤ ١,

sin
√
λx√

λ sin
√
λ
(cos

√
λ sin

√
λξ − sin

√
λ cos

√
λξ), ٠ ≤ x ≤ ξ ≤ ١.

که باشید داشته توجه

Gξ(x, x
+)−Gξ(x, x

−) =
sin

√
λx

sin
√
λ
(cos

√
λ cos

√
λx+ + sin

√
λ sin

√
λx+)

− cos
√
λx−

sin
√
λ

(cos
√
λ sin

√
λx− sin

√
λ cos

√
λx)

= ١.

است. بررس قابل به راحت G ویژگ های سایر

[a, b] روی هم پیوسته [a, b] روی پیوسته و تعریف شده توابع از F نامتناه مجموعۀ
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به تنها که باشد موجود طوری δ > ٠ ی شده، داده ϵ > ٠ هر به ازای اگر م شود، گفته

| x − ξ |< δ شرط با x, ξ ∈ [a, b] و f ∈ F هر به ازای به طوری که است، وابسته ϵ

است: برقرار زیر نامساوی

| f(x)− f(ξ) |< ϵ.

تابع ی هم پیوسته، توابع از مجموعه ی عضو هر که م دهد نشان وضوح به شرایط این

در توابع همۀ برای δ همان آن، از بیشتر ول است. [a, b] روی پیوسته نواخت ی به طور

M مانند مثبت عددی هرگاه است، کران دار نواخت ی به طور F مجموعۀ م کند. کار F

f ∈ F هر به ازای به طوری که باشد، موجود

| f(x) |≤M, x ∈ [a, b],

مجموعه ای و کران دار نواخت ی به طور ، نامتناه F هرگاه ،[١۴] ول آرزلا‐آس قضیۀ طبق

(fn : n ∈ N) دنبالۀ  دارای F آن گاه باشد، [a, b] کران دار فاصلۀ روی هم پیوسته توابع از

لزوماً ۵ .۴ .١ قضیۀ به توجه با ،fn حد راست. هم تواخت ی به طور [a, b] روی که است

است. [a, b] روی پیوسته تابع ی

باشد. (۴٢. ١) معادلۀ  توسط تعریف شده انتگرال ر عمل ی T کنید فرض .٣ .۴ .٢ لم

هم پیوسته و کران دار نواخت ی به طور ،‖u‖ ≤ ١ و u ∈ C([a, b]) که ،Tu توابع مجموعۀ

است.

|G(x, ξ)| بنابراین، است، پیوسته [a, b] × [a, b] بسته میدان روی G گرین تابع برهان.

و (۴٢. ١) معادلۀ از است. شده کران دار M مثبت ثابت با و پیوسته نواخت ی به طور
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داریم: ‐شوارتز کوش نامساوی

| Tu(x) |=| 〈G(x, ξ), u(ξ)〉 |≤M
√
b− a‖u‖.

Gروی چون است. کران دار بالا Mاز
√
b− a با {| Tu |: ‖u‖ ≤ ١} مجموعۀ ازاین رو،

δ > ٠ مفروض، ϵ > ٠ هر به ازای است، پیوسته نواخت ی به طور [a, b] × [a, b] میدان

،ξ ∈ [a, b] هر به ازای به طوری که دارد، وجود

x١, x٢ ∈ [a, b], | x٢ − x١ |< δ ⇒ | G(x٢, ξ)−G(x٢, ξ) |< ϵ.

آن گاه باشد، پیوسته [a, b] روی u اگر

| x٢ − x١ |< δ ⇒ | Tu(x٢)− Tu(x١) |≤ ϵ
√
b− a‖u‖.

هستند. هم پیوسته {Tu : u ∈ C[a, b], ‖u‖ < ١} توابع بنابراین،

م شود. تعریف زیر به صورت ،‖T‖ توسط مشخص شده ،T ر عمل نرم

‖T‖ = sup{‖Tu‖ : u ∈ C([a, b]), ‖u‖ = ١}. (۴٢. ٢)

آن گاه باشد، u 6= ٠ اگر که، م شود نتیجه مسئله این از

‖Tu‖ = ‖T (u/‖u‖)‖‖u‖ ≤ ‖T‖‖u‖.

برقرار u ∈ C([a, b]) هر به ازای است، برقرار نیز u = ٠ درحالت نامساوی این چون ول

م دهد نشان که است ببینید) را ٢. ٣٣ (تمرین ساده تمرین ی نیز این است.

‖T‖ = sup
∥u∥=١

| 〈Tu, u〉 | . (۴٢. ٣)
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بیان بررس تحت ویژۀ مقدار مسئلۀ برای را وجودی قضیۀ  نخستین م توانیم اکنون

م کنیم.

است. T ویژۀ مقدار −‖T‖ یا ‖T‖ از هری .۴ .۴ .٢ قضیه

عدد ی 〈Tu, u〉 و ‖T‖ = sup{| 〈Tu, u〉 |: u ∈ C([a, b]), ‖u‖ = ١} برهان.

.‖u‖ = ١ ،‖T‖ = − inf〈Tu, u〉 یا ‖T‖ = sup〈Tu, u〉 ازاین رو، است. حقیق

شرط با ،uk ∈ C([a, b]) توابع دنبالۀ آن گاه است. ‖T‖ = sup〈Tu, u〉 کنید فرض

است، k → ∞ وقت به طوری که دارد، وجود ‖uk‖ = ١

〈Tuk, uk〉 → ‖T‖.

نتیجه ول آرزلا‐آس قضیۀ از است، هم پیوسته و کران دار نواخت ی به طور {Tuk} چون

ϕ٠ پیوسته تابع ی به نواخت ی به طور [a, b]روی که دارد {Tukj} زیردنبالۀ ی که م شود

µ٠ = ‖T‖ ویژۀ  مقدار با متناظر ،T ویژۀ تابع ی ϕ٠ که م کنیم ثابت اکنون، راست. هم

است.

داریم: است، j → ∞ وقت

sup
x∈[a,b]

| Tukj(x)− ϕ٠(x) |→ ٠,

م دهد نشان که

‖Tukj − ϕ٠‖ → ٠ (۴۴ .٢)
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،〈Tukj , ukj〉 → µ٠ چون این، بر افزون .‖Tukj‖ → ‖ϕ٠‖ بنابراین، و

‖Tukj − µ٠ukj‖٢ = ‖Tukj‖٢ + µ٢٠ − ٢µ٠〈Tukj , ukj〉 → ‖ϕ٢‖٠ − µ٢٠.
(۴۵ .٢)

چون شود. صفر [a, b] روی نم تواند ϕ٠ تابع و ‖ϕ٢‖٠ ≥ µ٢٠ > ٠ ازاین رو،

که م شود نتیجه (۴۵ .٢) معادلۀ از همچنین .‖Tukj‖٢ ≤ ‖T‖٢‖ukj‖٢ = µ٢٠

٠ ≤ ‖Tukj − µ٠ukj‖٢ ≤ ٢µ٢٠ − ٢µ٠〈Tukj , ukj〉.

ازاین رو، ،〈Tukj , ukj〉 → µ٠ ول

‖Tukj − µ٠ukj‖ → ٠. (۴۶ .٢)

بنویسیم: م توانیم اکنون

٠ ≤ ‖Tϕ٠ − µ٠ϕ٠‖

≤ ‖Tϕ٠ − T (Tukj)‖+ ‖T (Tukj)− µ٠Tukj‖+ ‖µ٠Tukj − µ٠ϕ٠‖.

معادله های با همراه ‖Tu‖ ≤ ‖T‖‖u‖ نابرابری از استفاده با است، j → ∞ وقت

Tϕ٠ − پیوسته بودن است. ‖Tϕ٠ − µ٠ϕ٠‖ = ٠ که م گیریم نتیجه ،(۴۶ .٢) و (۴۴ .٢)

.Tϕ٠(x) = µ٠ϕ٠(x) ،x ∈ [a, b] هر به ازای که دارد اشاره ،µ٠ϕ٠

م شود. منجر سان ی نتیجۀ به مشابه استدلال ی با باشد، ‖T‖ = − inf〈Tu, u〉 اگر

،u ∈ C([a, b]) هر به ازای کنید فرض

ϕ٠ =
ϕ٠

‖ϕ٠‖
,
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G(x, ξ) = G(x, ξ)− µ٠ψ٠(x)ψ٠(x),

(T١u)(x) =

∫ b

a

G١(x, ξ)u(ξ)dξ

= Tu(x) + µ٠〈u, ψ٠〉ψ٠(x). (۴٢. ٧)

و ٣ .۴ .٢ لم ازاین رو، دارد، G که است متقارن و منظم ویژگ های همان دارای G١ تابع

باشد، ‖T١‖ 6= ٠ اگر م رود. به کار T١ خودالحاق ر عمل برای وضوح به ۴ .۴ .٢ قضیۀ

م کنیم: تعریف آن گاه

sup{| 〈T١u, u〉 |: u ∈ C([a, b]), ‖u‖ = ١} =| µ١ |,

متناظر T١ ویژۀ مقدار ی ۴ .۴ .٢ قضیۀ توسط که، است (غیرصفر) حقیق عدد ی µ١ که

یعن است، ϕ١ ∈ C([a, b]) (غیرصفر) ویژۀ تابع با

T١ϕ١ = µ١ϕ١.

،u ∈ C([a, b]) هر به ازای آن گاه، .ψ١ = ϕ١/‖ϕ١‖ کنید فرض

〈T١u, ψ٠〉 = 〈Tu, ϕ٠〉 − µ٠〈〈u, ψ٠〉ψ٠, ψ٠〉

= 〈u, Tψ٠〉 − µ٠〈u, ψ٠〉

= ٠

با ψ١ بنابراین، و 〈T١ψ١, ψ٠〉 = 〈µ١ψ١, ψ٠〉 = ٠ به ویژه، است. Tψ٠ = µ٠ψ٠ چون

م دهد: نتیجه (۴٢. ٧) معادلۀ اکنون متعامدند. ψ٠

Tψ١ = T١ψ١ = µ١ψ١.
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م کند: صدق زیر رابطۀ در مربوطه ویژۀ مقدار و است T ویژۀ تابع ی نیز ψ١ بنابراین،

|µ١| = ‖Tψ١‖ ≤ ‖T‖ = |µ٠|.

جای گذاری

G٢(x, ξ) = G١(x, ξ)− µ١ψ١(x)ψ١(ξ) = G(x, ξ)−
١∑

k=٠

µkψk(x)ψk(ξ)

T٢u = T١u− µ١〈u, ψ١〉ψ١ = Tu−
١∑

k=٠

µk〈u, ψk〉ψk,

،µ٢ حقیق ویژۀ مقدار با متناظر T از ψ٢ نرمال ویژۀ تابع ی وجود بالا، روند ادامۀ با

بنابراین، م کنیم. استنتاج | µ٢ |≤ |µ١| و است متعامد ψ١ و ψ٠ دوی هر با ψ٢ به طوری که

ویژۀ مقادیر دنبالۀ با متناظر T از را .... و ψ٢ ،ψ١ ،ψ٠ ویژۀ توابع از ه ی متعامد دنبالۀ 

ای، n برای اگر تنها ویژه توابع دنبالۀ م آوریم. به دست | µ٠ |≥| µ١ |≥| µ٢ |≥ · · ·

،u ∈ C([a, b]) هر به ازای حالت، این در م شود. متوقف ،‖Tn‖ = ٠

٠ = LTnu = LTu−
n−١∑
k=٠

µk〈u, ψk〉Lψk = u−
n−١∑
k=٠

µk〈u, ψk〉Lψk.

م دهد: نتیجه که

u =
n−١∑
k=٠

µk〈u, ψk〉Lψkb =
n−١∑
k=٠

〈u, ψk〉LTψk =
n−١∑
k=٠

〈u, ψk〉ψk.

برابری این کند، تولید را C([a, b]) نم تواند ویژۀ توابع از متناه مجموعۀ هیچ چون ول

،n ∈ N هر به ازای نتیجه، در باشد. برقرار u ∈ C([a, b]) هر به ازای نم تواند آخر

کرده ایم. ثابت را زیر قضیۀ و ‖Tn‖ > ٠
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(۴٢. ١) معادلۀ کم به تعریف شده T انتگرال ر عمل وجودی). (قضیۀ ۵ .۴ .٢ قضیه

هستند. ه ی متعامد L٢(a, b) در که دارد (ψn) ویژۀ توابع از نامتناه دنبالۀ ی

ویژه توابع تمامیت ٢ .۴ .٢

داریم: (١. ٢٢) بسل نامساوی از آن گاه باشد، L٢(a, b) در تابع f اگر

∞∑
k=٠

| 〈f, ψk〉 |٢≤ ‖f‖٢.

درحقیقت نابرابری این که دهیم نشان ,a)L٢باید b) در (ψn) ویژۀ توابع تمامیت اثبات برای

،f ∈ C٢([a, b]) هر به ازای که م کنیم ثابت نخست است. برابری ی

f =
∞∑
k=٠

〈f, ψk〉ψk

ال بودن چ از استفاده با سپس و م کند، صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در که

م دهیم. گسترش L٢(a, b) به را برابری این ،L٢(a, b) در C٢(a, b)

(٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در که f ∈ C٢([a, b]) مفروض تابع هر .۶ .۴ .٢ قضیه

م شود. را هم [a, b] روی f به نواخت ی به طور
∑

〈f, ψk〉ψk نامتناه سری صدق کند،

داریم: k ∈ N هر به ازای و x ∈ [a, b] هر به ازای برهان.

〈G(x, ٠), ψk〉 = Tψk(x) = µkψk(x).

داریم: x ∈ [a, b] هر به ازای ،ξ از تابع به عنوان G برای بسل نابرابری به کارگیری با

n∑
k=٠

µ٢k | ψk |٢≤
∫ b

a

|G(x, ξ)|٢dξ, n ∈ N.
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م آوریم: به دست ،n→ ∞ فرض با x به نسبت انتگرال گیری با

∞∑
k=٠

µ٢k ≤M٢(b− a)٢, (۴٢. ٨)

(۴٢. ٨) نابرابری از است. [a, b] × [a, b] میدان روی |G(x, ξ)| مقدار بیشترین M که

که م گیریم نتیجه فوری

lim
n→∞

| µn |= ٠. (۴٢. ٩)

با

Gn(x, ξ) = G(x, ξ)−
n−١∑
k=٠

µkψk(x)ψk(ξ),

انتگرال ر عمل دیده ایم، این از پیش که همان طور

Tn : u(x) →
∫ b

a

Gn(x, ξ) ∩ u(ξ)dξ, u ∈ C([a, b]),

دارد: را زیر نرم و µn ویژۀ مقدار

‖Tn‖ = |µn|.

داریم: (۴٢. ٩) به توجه با است، n→ ∞ وقت ،u ∈ C([a, b]) هر به ازای بنابراین،

‖Tnu‖ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Tu −

n−١∑
k=٠

µk〈u, ψk〉ψk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤| µn | ‖u‖ → ٠. (۵٢. ٠)

آن گاه باشد، n > m اگر

n∑
k=m

µk〈u, ψk〉ψk = T

(
n∑

k=m

〈u, ψk〉ψk

)
;
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که م گیریم نتیجه است، | Tu |≤M
√
b− a‖u‖ ،u ∈ C([a, b]) هر به ازای چون ∣∣∣∣∣ول

n∑
k=m

µk〈u.ψk〉ψk

∣∣∣∣∣ ≤ ‖T‖

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

n∑
k=m

〈u.ψk〉ψk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤M
√
b− a

(
n∑

k=m

|〈u.ψk〉|٢
) ١

٢

.

میل صفر به است، n,m → ∞ وقت نابرابری این راست سمت بسل، نابرابری کم با

سری ازاین رو، م کند،

∞∑
k=٠

µk〈u.ψk〉ψk

(۵٢. ٠) و Tu پیوستگ م شود. را هم پیوسته تابع ی به نواخت ی به طور [a, b] روی

،x ∈ [a, b] هر به ازای که دارد اشاره

Tu(x) =
∞∑
k=٠

µk〈u, ψk〉ψk(x). (۵٢. ١)

u = Lf آن گاه کند، صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) مرزی شرایط در f ∈ C٢([a, b]) اگر

چون است. f = Tu و پیوسته تابع [a, b] روی

µk〈u, ψk〉 = 〈u, µkψk〉 = 〈u, Tψk〉 = 〈Tu, ψk〉 = 〈f, ψk〉,

م دهد: نتیجه x ∈ [a, b] هر به ازای (۵٢. ١) معادلۀ

f(x) =
∞∑
k=٠

〈f, ψk〉ψk(x).
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شرایط در که [a, b]رویC٢ تابع ی ,a)L٢با b) در f تابع هر که کنیم ثابت باید اکنون

درحقیقت، است. تقریب قابل ،(L٢ نرم (در م کند صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) جداشدۀ مرزی

ال چ مرزی شرایط گرفتن نظر در ,a])L٢بدون b]) ,a])C٢در b]) که کنیم ثابت است کاف

کران دار نواخت ی به طور دنباله  ی م توانیم آن گاه باشد، g ∈ C٢([a, b]) اگر زیرا است؛

gn(x) = g(x) ،[a+ ١
n
, b− ١

n
] روی به طوری که دهیم؛ یل تش gn ∈ C٢([a, b]) توابع از

شرایط در دنباله ای چنین وضوح به باشد. gn(a) = g′n(a) = gn(x) = g′n(x) = ٠ و

م دهد: نتیجه و م کند صدق مرزی

lim
n→∞

||g − gn|| = ٠.

ϵ > ٠ هر به ازای که م گیریم نتیجه (۶ .۵ .١) قضیۀ از باشد، f ∈ L٢(a, b) اگر

به طوری که دارد، وجود [a, b] روی h پیوستۀ تابع مفروض،

||f − h|| < ϵ. (۵٢. ٢)

دارد، وجود g ∈ C٢([a, b]) تابع ،h ∈ C([a, b]) هر به ازای که ثابت کنیم باید ازاین رو،

به طوری که

||h− g|| < ϵ. (۵٢. ٣)

در ول ببینید)، را [١۴] یا [١]) کرد استنتاج وایراشتراس تقریب قضیۀ از م توان را این

دارد. وجود نتیجه این از مستقیم اثبات ی اینجا

مثبت C∞ تابع

α(x) =

{
c exp( ١

x١−٢), |x| < ١
٠, |x| ≥ ١,
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که را

c = [

∫ ∞

−∞
exp(

١
x٢ − ١

)dx]−١,

توابع دنبالۀ  سپس م کنیم. تعریف
∫∞
−∞ α(x)dx = ١ به طوری که

αn(x) = nα(nx), n ∈ N,

هر م شود، صفر |x| ≥ ١ روی α ازآنجاکه م کنیم. تعریف دارد، قرار C∞(R) در که را

،n هر به ازای و است صفر برابر |x| > ١
n

روی αn ∫تابع ∞

−∞
αn(x)dx =

∫ ∞

−∞
α(x)dx = ١.

جای گذاری با R به [a, b] از پیوسته تابع به صورت را h سرانجام،

h(x) =


٠, x < a− ١, x > b+ ١
h(a)(x− a+ ١), a− ١ ≤ x < a
h(b)(−x+ b+ ١), b ≤ x < b+ ١,

م کنیم: تعریف زیر به صورت را αn و h تلفیق و م دهیم گسترش

(h ∗ αn)(x) =

∫ ∞

−∞
h(y)αn(x− y)dy

=

∫ x+( ١
n
)

x−( ١
n
)

h(y)αn(x− y)dy

=

∫ ١
n

− ١
n

h(x− y)αn(y)dy.

این، بر افزون است. R روی C∞ تابع ی نیز h ∗ αn تابع αn ∈ C∞ با

|h(x)− (h ∗ αn)(x)| =

∣∣∣∣∣
∫ ١

n

− ١
n

[h(x− y)αn(y)dy − h(x)αn(y)dy]

∣∣∣∣∣
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≤ sup{|h(x− y)− h(x)| : x ∈ [a, b], |y| ≤ ١
n
}.

است. پیوسته نواخت ی به طور متناه حقیق فاصلۀ هر روی است، پیوسته R روی h چون

است، n→ ∞ وقت ازاین رو،

|h(x)− (h ∗ αn)(x)| ≤ sup{|h(x− y)− h(x)| : x ∈ [a, b], |y| ≤ ١
n
} → ٠.

سوپریمم نرم در است، C٢ از زیرمجموعه ای که ،C∞ که داده ایم نشان اینجا در واقع، در

عدد درنتیجه، داده ایم. انجام ما که است آن از بیشتر چیزی که است، ال چ C([a, b]) در

،n ≥ N هر به ازای به طوری که دارد، وجود N صحیح

||h− h ∗ αn|| ≤ ١.

به دست ،f ∈ L٢(a, b) هر به ازای ،(۵٢. ٣) معادلۀ در g جای به h ∗ αn قراردادن با

م آوریم:

||f − g|| ≤ ||f − h||+ ||h− g|| < ٢ϵ. (۵۴ .٢)

داریم: ، مثلث و بسل نابرابری های از استفاده با همچنین،

|| f −
n∑

k=٠

〈f, ψk〉ψk || ≤ ||f − g||+ || g −
n∑

k=٠

〈g, ψk〉ψk ||

+ ||
n∑

k=٠

〈g − f, ψk〉ψk ||

≤ ٢||f − g||+ || g −
n∑

k=٠

〈g, ψk〉ψk || . (۵۵ .٢)
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داشته n ≥ M مثلا بزرگ، کاف اندازۀ به n انتخاب با م توانیم ،۶ .۴ .٢ قضیۀ به توجه با

(۵۵ .٢) و (۵۴ .٢) معادله های با همراه این .|| || g −
∑n

k=٠〈g, ψk〉ψk || || < ϵ باشیم

،n ≥ max{N,M} هر به ازای که م کند ایجاب

|| f −
n∑

k=٠

〈f, ψk〉ψk || < ۵ϵ.

کرده ایم. ثابت را (٧ .۴ .٢) قضیۀ بنابراین،

آن گاه باشد، f ∈ L٢(a, b) اگر تمامیت). (قضیۀ ٧ .۴ .٢ قضیه

lim
n→∞

|| f −
n∑

k=٠

〈f, ψk〉ψk || = ٠. (۵۶ .٢)

اتحاد با معادل ،(۵۶ .٢) معادلۀ

f =
∞∑
k=٠

〈f, ψk〉ψk,

پارسوال رابطۀ  با معادل همچنین، است. L٢(a, b) در برابری این که است

||f ||٢ =
∞∑
k=٠

|〈f, ψk〉|٢,

مشخصۀ توابع از (ψk) دنبالۀ  که م کند بیان را حقیقت این معادله ها، این از هری است.

م دهد. یل تش L٢(a, b) در کامل مجموعۀ  ی ،T متعامد

اشتروم‐لیوویل معادلۀ به

Lu+ λu = ٠,
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α١u(a) + α١u
′(a) = ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠,

معادلۀ معادل معادلات، دستگاه این که داده ایم نشان .u ∈ C٢([a, b]) که برم گردیم

منفرد انتگرال

Tu = µu = −u
λ

تعیین Lu+λu = ٠ دیفرانسیل معادله برای منحصربه فرد جواب ی مرزی شرایط است.

است. u منحصربه فرد ویژۀ تابع ی به متناظر −L از λ ویژۀ مقدار هر ازاین رو، م کند.

u منحصربه فرد ویژۀ تابع ی به متناظر T از µ ویژۀ مقدار هر که است گفته این معادل این

است.

،n → ∞ وقت م شود نتیجه ١ .۴ .٢ لم و ، ١
|λn| = |µn| → ٠ ،(۴٢. ٩) معادلۀ از

م رسیم. زیر اساس قضیۀ به ،ρ وزن تابع واردکردن با به این ترتیب، است. λn → ∞

ویژۀ مقدار مسئلۀ ،p, ρ > ٠ ،[a, b] روی p′, r, ρ ∈ C([a, b]) فرض با .٨ .۴ .٢ قضیه

تعریف  شده اشتروم‐لیوویل

حقیق ویژۀ مقادیر از نامتناه دنبالۀ ی ،(٣۶ .٢) تا (٣۴ .٢) معادله های توسط

λ٠ < λ١ < λ٢ < · · ·

م شود متناظر ϕn منفرد ویژۀ تابع ی ،λn ویژۀ مقدار هر به .λn → ∞ به طوری که دارد،

م دهد. یل تش L٢
ρ(a, b) برای متعامد پایۀ ی (ϕn : n ∈ N٠) ویژۀ توابع دنبالۀ  و
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شرایط با (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) معادله های هم از جدا مرزی شرایط اگر .١ .٩ .۴ .٢ تبصره

متناوب

u(a) = u(b), u′(a) = u′(b),

p(a) = شرط در (٢۶ .٢) معادلۀ کنیم بررس که است ساده مسئله، این شوند، زین جای

است خودالحاق (٢. ٢٣) توسط تعریف شده ر عمل .(٢۶ .٢ (تمرین م کند صدق p(b)

(به است کران دار پایین از −max{|r(x)| : a < x < b} توسط آن ویژۀ مقادیر و

که مواردی به جز است، معتبر بالا در آمده به دست نتایج کنید). رجوع (٢. ٣٨) معادلۀ

٣. ١. ١ مثال توسط مسئلۀ این نشود. تضمین ویژۀ مقدار هر برای ویژه توابع منحصربه فردی

اشتروم‐لیوویل مسئلۀ درمورد بیشتر گاه آ برای است. شده داده نشان بعدی فصل در

کنید. مراجعه [٧] به متناوب مرزی شرایط تحت

صفر n دارای دقیقاً (a, b) فاصلۀ در ϕn ویژۀ تابع هر که داد نشان م توان همچنین، .٢

م گیرد، قرار بحث مورد پس این از که مثال هایی برابر در ادعا این که دارد ارزش و است

یافت. [۶] در م توان را نتیجه این اثبات شود. بررس

اشتروم‐ مسئلۀ درمورد به روز و جامع مرجع به دسترس برای م تواند علاقه مند خوانندۀ .٣

کند. رجوع [١٨] به نوزدهم قرن اوایل از آن تاریخچۀ و لیوویل

معادله  ویژۀ توابع و ویژۀ مقادیر .١٠ .۴ .٢ مثال

u′′ + λu = ٠, ٠ ≤ x ≤ l,
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هم از جدا مرزی شرایط از ی با را

(١) u(٠) = u(l) = ٠,

(٢) u′(٠) = u′(l) = ٠,

بیابید.

هم از جدا و ن هم (٢) و (١) مرزی شرایط و است خودالحاق دیفرانسیل، ر عمل حل:

همان طور م گیرد. قرار استفاده مورد (٨ .۴ .٢) و (٢. ٣. ١) قضیۀ دو هر بنابراین، هستند،

مقادیر تنها ،(١) مرزی شرایط با معادلۀ کرده ایم، مشاهده (٢. ٣. ٣) مثال در این از پیش که

بدون آن که داد نشان م توان آسان به u′′+λu = ٠ (٢) مرزی شرایط با دارد. مثبت ویژۀ 

است. سازگار r(x) ≡ ٠ چون (٩ .۴ .٢) تبصره با این است. نامنف ویژۀ مقادیر

است: زیر به صورت دیفرانسیل معادلۀ  عموم جواب باشد، λ > ٠ اگر

u(x) = c١ cos
√
λx+ c١ sin

√
λx. (۵٢. ٧)

م آوریم: به دست ،(١) شرایط بردن به کار با

u(٠) = c١ = ٠,

u(l) = c٢ sin
√
λl = ٠ ⇒ λn =

n٢π٢

l٢
, n ∈ N.

متناظر ویژۀ توابع و م کنند میل ∞ به λn ویژۀ مقادیر ٨ .۴ .٢ قضیۀ طبق

un(x) = sin
nπ

l
x
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،m 6= n هر به ازای زیرا متعامدند، L٠)٢, l) ∫در l

٠
sin

mπ

l
x sin

nπ

l
xdx =

١
٢

∫ ١

٠
[cos(m− n)

π

l
x− cos(m+ n)

π

l
x]dx = ٠.

توابع دنبالۀ  که م گیریم نتیجه ٨ .۴ .٢ قضیۀ از همچنین،

sin
nπ

l
x, n ∈ N,

است. کامل L٠)٢, l) در

معادلۀ عموم جواب باشد، λ = ٠ اگر برم گردیم. (٢) مرزی شرایط به اکنون

به صورت u′′ = ٠

u(x) = c١x+ c٢,

نظر در ی را آن است، ثابت u بنابراین، است. c١ = ٠ م کند ایجاب (٢) شرایط و است

بنابراین، م گیریم.

λ٠ = ٠, u٠(x) = ١

برای (٢) شرط نخستین باشد، ،λ > ٠ اگر ول است. ویژه تابع ‐ ویژه مقدار زوج اولین

داریم: (۵٢. ٧)

u′(٠) =
√
λc٢ = ٠,

م دهد: نتیجه x = l در شرط است. c٢ = ٠ ازاین رو،

u′(l) = −c١
√
λ sin

√
λl = ٠ ⇒ λn =

n٢π٢

l٢
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un(x) = cos
nπ

l
x, n ∈ N.

هستند: زیر به صورت (٢) شرایط تحت ویژۀ توابع و ویژه مقادیر بنابراین،

λn =
n٢π٢

l٢
, un(x) = cos

nπ

l
x, n ∈ N٠.

متعامد L٠)٢, l) در (cos(nπ/lx) : n ∈ N٠) دنبالۀ  که کنیم بررس م توانیم دوباره

م کند. تولید را فضا این که م گیریم نتیجه ٨ .۴ .٢ قضیۀ از همچنین و است

به صورت نامتناه سری ی با م توان را f ∈ L٠)٢, l) تابع هر ،١٠ .۴ .٢ مثال طبق بر

f(x) =
∞∑
n=٠

an cos
nπ

l
x, (۵٢. ٨)

به صورت یا

f(x) =
∞∑
n=١

bn sin
nπ

l
x, (۵٢. ٩)

باشید داشته توجه است. برقرار L٠)٢, l) در حالت ها از هرکدام در برابری کرد. مشخص

مثال، برای نم دهد. [٠, l] در نقطه هر در سان ی مقدار لزوماً f(x) از نمایش دو این که

به دست را f(٠) = ٠ دوم در و f(٠) =
∑∞

n=٠ an نمایش نخستین در ،x = ٠ در

نقطه ای (۵٢. ٩) و (۵٢. ٨) معادله های در تساوی ها که است دلیل به این این م آوریم.

تفسیر شوند: زیر به صورت باید بنابراین، و است برقرار L٠)٢, l) در تساوی ها و نیستند

|| f(x)−
∞∑
n=٠

an cos
nπ

l
x || = ٠, || f(x)−

∞∑
n=٠

bn sin
nπ

l
x || = ٠.
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م شوند: تعریف زیر فرمول های توسط bn و an ضرایب ،١ .۶ .١ تعریف با

an =
〈f, cos(nπx/l)
|| cos(nπx/l)||٢

, n ∈ N٠, an =
〈f, sin(nπx/l)
|| sin(nπx/l)||٢

, n ∈ N.

چون

|| cos(nπ
l
x)||٢ =

∫ l

٠
cos٢(

nπ

l
x)dx =

{
l, n = ٠
l
٢ , n ∈ N ,

|| sin(nπ
l
x)||٢ =

∫ l

٠
sin٢(

nπ

l
x)dx =

l

٢
, n ∈ N,

هستند: زیر به صورت (۵٢. ٩) و ( ۵٢. ٨) بسط های در ضرایب بنابراین،

a٠ =
١
l

∫ l

٠
f(x)dx, (۶٢. ٠)

an =
٢
l

∫ l

٠
f(x) cos

nπ

l
xdx, (۶٢. ١)

bn =
٢
l

∫ l

٠
f(x) sin

nπ

l
xdx. (۶٢. ٢)

،n ∈ N هر به ازای م گیریم. نظر در [٠, ١] روی را f(x) = ١ ثابت تابع مثال، برای

〈١, sin(nπx/l) =
∫ ١

٠
sin

nπx

l
dx =

l

nπ
(١− cosnπ) =

l

nπ
(١− (−١)n).

بنویسیم: م توانیم و bn = ( ٢
nπ
)(١− (−١)n) بنابراین،

١ =
٢
π

∞∑
n=١

(
(١− (−١)n)

n
) sin

nπ

l
x

=
۴
π
(sinx+

١
٣
sin ٣x+

١
۵
sin ۵x+ · · · ).
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باشد: زیر معنای به باید برابری این البته شد، اشاره بالا در که همان طور

|| ١− ٢
π

∞∑
n=١

(
(١− (−١)k)

k
) sin

kπ

l
x || = ٠.

است، n→ ∞ وقت یا

٢
π

∞∑
n=١

(
(١− (−١)k)

k
) sin

kπ

l
x

L٢
−→ ١.

چون ر، دی طرف از

〈١, cos(nπ
l
x)〉 =

∫ l

٠
cos(

nπ

l
x)dx =

{
٠, n = ٠
l, n ∈ N ,

||٢||١ = l,

ازاین رو، م شود. صفر است، a٠ = ١ که اول، مورد جز هم (۵٢. ٨) بسط در an ضرایب

از عنصر نخستین با منطبق f تابع چون م رود انتظار این ول م یابد. کاهش ی به سری

است زیر دنبالۀ

(cos
nπ

l
x : n ∈ N٠) = (١, cos

π

l
x, cos

٢π
l
x, · · · ).

اشتروم‐لیوویل مسئلۀ برای ویژۀ توابع دنبالۀ ،٨ .۴ .٢ قضیۀ اساس بر دلایل، همین به

f ∈ تابع هر است.از این رو، کامل ρ(x) = ١
x

که L٢
ρ(١, b) در ٢. ٣. ٧ مثال در بحث شده

داد: گسترش زیر فرم از سری ی با م توان را L٢
ρ(١, b)

∞∑
n=١

bn sin(
nπ

log b
log x),

که

bn =
〈f, sin( nπ

log b
log x)〉ρ

|| sin( nπ
log b

log x||٢ρ)
.
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تکین اشتروم‐لیوویل مسئلۀ ٣ .۴ .٢

معادلۀ  در م دهیم. پایان اشتروم‐لیوویل مسئلۀ دربارۀ  مختصر توضیح با را بخش این ما

Lu+ λρu = (pu′)′ + ru+ λρu = ٠, a < x < b,

کران دار و بسته بازۀ در p که بودیم کرده فرض اینجا تا است، پیوسته و مثبت ρ و هموار p که

این در م شود. منجر تکین مسئلۀ ی به شرایط، این از تضعیف هر نم شود. صفر [a, b]

مورد م شود، نتیجه زیر وضعیت دو هر یا ی از که را تکین اشتروم‐لیوویل مسئلۀ کتاب،

م دهیم. قرار بررس

است. صفر x = b یا و x = a در p(x) .١

است. نامتناه (a, b) فاصلۀ .٢

م شود، صفر است، p = ٠ که پایان نقطۀ در ρp(f ′g − fg′) عبارت نخست نمونۀ در

و p(a) = p(b) = ٠ اگر به ویژه، نیست. لازم پایان نقطۀ در مرزی شرط هیچ ازاین رو،

معادلۀ آن گاه باشد، موجود b و a در u حدهای

ρp(f ′g − fg′)|ba = ٠ (۶٢. ٣)

|x| → وقت است لازم آن گاه باشد، نامتناه (a, b) اگر است. خودالحاق L و است برقرار

،٨ .۴ .٢ قضیۀ نتایج کند. میل صفر به √ρu(x) دارد، قرار L٢
ρ در که ای u برای ،∞

گسترده تر تفسیر برای نم کنیم. اثبات را این ما اگرچه م ماند، باق معتبر شرایط این با

تاریخچه از تازه گزارش زتل١، آنتون اخیراً، کند. مراجعه [١٨] و [١۵] به خواننده موضوع،

1Anton Zettl
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کرده ایم، بحث کتاب این در آنچه از کل تر ماهیت با نتایج، برخ و تکین مسئلۀ توسعۀ و

انتگرال گیری، و لب اندازۀ از کل تر روش های از استفاده با ویژه، به طور است. داده ارائه

شرایط با است ن مم اشتروم‐لیوویل معادلۀ در ضرایب روی کاررفته به همواری شرایط

شود. زین جای ضعیف تر انتگرال پذیری

قرار بررس مورد را تکین اشتروم‐لیوویل معادله های از نمونه ای زیر، فصل های در

م دهیم.

لژاندر١ معادلۀ  .١

(١− x٢)u′′ − ٢xu′ + n(n+ ١)u = ٠, − ١ < x < ١,

م شود. صفر x = ±١ انتهایی نقاط در p(x) = ١ − x٢ تابع و λ = n(n + ١) که

است. لازم x = ±١ در u حد وجود تنها بنابراین،

٢ هرمیت معادلۀ  .٢

u′′ − ٢xu′ + ٢nu = ٠, x ∈ R,

م شود: تبدیل زیر استاندارد خودالحاق فرم به معادله این ،e−x٢ ضرب با

e−x٢u′′ − ٢xe−x٢u′ + ٢ne−x٢u = ٠,

1Legendre’s Equation
2Hermit’s Equation
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.ρ(x) = e−x٢ و p(x) = e−x٢ ، λ = ٢n که

١ لاگر معادلۀ .٣

xu′′ − (١− x)u′ + nu = ٠, x > ٠,

استاندارد فرم به ،e−x ضرب با که

xe−xu′′ − (١− x)e−xu′ + ne−xu = ٠,

م شود. صفر ،x = ٠ در p(x) = e−x اینجا م شود. تبدیل

٢ بسل معادلۀ  .۴

xu′′ − u′ − n٢

x
u+ λxu = ٠, x > ٠,

م شوند. صفر ،x = ٠ در ρ(x) = x و p(x) = x تابع دو هر اینجا در

ارائه ریاض فیزی ویژۀ توابع اصطلاح از را مهم نمونه های معادله ها این جواب های

فصل در آن، از پیش ول م پردازیم. آنها مطالعۀ به پنج و چهار فصل های در ما که م دهد

مثلثات توابع برای فوریه سری L٢ نظریۀ توسعۀ  برای منظم اشتروم‐لیوویل مسئلۀ از سوم،

تعمیم متعامد توابع سایر برای را نظریه این م دهد ان ام ما به تکین مسئلۀ کردیم. استفاده

دهیم. 

1Laguerre’s Equation
2Bessel’s Equation
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تمرین ها

کنید. تعیین را زیر مرزی مقدار مسئلۀ ویژۀ توابع و ویژه مقادیر .٢. ٢٣

u′′ + λu = ٠, a ≤ x ≤ b,

u(a) = u(b) = ٠.

شرایط تحت (١, e) روی x٢u′′−xu′+λu = ٠ معادلۀ  ویژۀ توابع و ویژۀ مقادیر .٢۴ .٢

بنویسید. را ویژه توابع بین تعامد رابطۀ  ل ش کنید. تعیین را u(١) = u(e) = ٠ مرزی

جدا ن هم مرزی شرایط در g و f اگر است p(f ′g−fg′)|ba = ٠ که کنید بررس .٢۵ .٢

کنند. صدق (٣۶ .٢) و (٣۵ .٢) معادله های هم از

متناوب شرایط در g و f اگر است، p(f ′g − fg′)|ba = ٠ که کنید بررس .٢۶ .٢

کنند. صدق p(a) = p(b) شرط به ،u′(a) = u′(b) و u(a) = u(b)

م شود؟ p(f ′g − fg′)|ba = ٠ ایجاد باعث زیر مرزی شرایط از کدام ی .٢. ٢٧

.u′(a) = u′(b) و u(a) = u(b) ، a ≤ x ≤ b ، p(x) = ١ الف)

.u(a) = u′(b) = ٠ و ٠ < a ≤ x ≤ b ، p(x) = x ب)

.u(π/٢) = ٠ و u(٠) = ١ ، ٠ ≤ x ≤ π/٢ ، p(x) = sin x ج)

.u′(٠) = u′(١) و u(٠) = u(١) ، ٠ < x < ١ ، p(x) = e−x د)

.u(b) = u′(٠) و u(٠) = u′(b) ، ٠ < x < b ، p(x) = x٢ ه)

.u′(−١) = u′(١) و u(−١) = u(١) ، −١ < x < ١ ، p(x) = x٢ ی)

معرف را تکین اشتروم‐لیوویل مسئلۀ ی ،٢. ٢٧ تمرین در مرزی شرایط از کدام ی .٢. ٢٨

م کند؟
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کنید. تعیین را زیر مسئلۀ ویژۀ توابع و ویژه مقادیر .٢. ٢٩

[(x+ ٢(٣y′]′ + λy = ٠, − ٢ ≤ x ≤ ١,

y(−٢) = y(١) = ٠.

کنید: فرض .٢. ٣٠

u′′ + λu = ٠, ٠ ≤ x ≤ π,

u(٠) = ٠, ٢u(π)− u′(π) = ٠.

ویژه ای مقادیر آیا شوند. تعیین م توانند λ مثبت ویژۀ مقادیر ونه چ دهید نشان الف)

دارد؟ وجود (−∞, ٠] در

چیست؟ مربوطه ویژۀ توابع ب)

دهید. قرار بررس مورد را زیر مسئلۀ ویژۀ توابع و ویژه مقادیر دنبالۀ  .٢. ٣١

u′′ + λu = ٠, ٠ ≤ x ≤ l,

u′(٠) = u(٠), u′(l) = ٠.

کنید: فرض .٢. ٣٢

(pu′)′ + ru+ λu = ٠, a < x < l,

u(a) = u(b) = ٠.
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است. λ ≥ −c که کنید ثابت باشد، r(x) ≤ c و p(x) ≥ ٠ اگر

است: زیر به صورت T ر عمل نرم که دهید نشان ،(۴٢. ٢) معادلۀ  از استفاده با .٢. ٣٣

||T || = sup
||u||=١

|〈Tu, u〉|,

|〈Tu, u〉| ≤ (۴٢. ٢) معادلۀ  و ‐شوارتز کوش نابرابری توسط راهنمایی: .u ∈ C([a, b]) که

٢Re〈Tu, υ〉| ≤ (||u||٢+ که دهید نشان ابتدا نابرابری، عکس اثبات برای است. ||T ||

کنید. زین جای را υ = Tu/||Tu|| سپس ،||υ||٢) sup |〈Tu, υ〉|
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٣ فصل

فوریه سری های

ژوزف از پس که داریم، سروکار فوریه سری های کاربردهای و نظریه با فصل، این در

در را سری ها این وی است. شده نام گذاری فرانسوی فیزی دان (١٨٣٠‐ ١٧۶٨م.)، فوریه١

به ویژه ، کسان توسط بعدها آن نتایج داد. توسعه حرارت انتقال زمینۀ در خود تحقیق های

مهم نقش او که گرفت قرار توجه مورد (١٨۵٩‐ ١٨٠۵م.)، له٢ دیری آلمان ریاض دان

داشت. سری ها رایی هم ویژگ های در

بیان پیشین فصل در که را منظم لیویل اشتروم مسائل از نتایج ،L٢ نظریۀ نخست بخش

از مجموعه دو هر ،٨ .۴ .٢ قضیۀ به توجه با که دیدیم ٢. ٣١ مثال در م دهد. ارائه است، شده

L٠)٢, l) فضای ،{sin(nπx/l) : n ∈ N} و {cos(nπx/l) : n ∈ N٠} متعامد توابع

همین به م کند، تولید را L٢(−l, l) آنها اجتماع که م دهیم نشان اکنون م کند. تولید را

م رسد. فوریه سری اساس قضیۀ به ترتیب،

قضیۀ که را ارتباط این در اصل نتیجۀ و م گیریم نظر در را نقطه به نقطه نظریۀ ٣. ٢ بخش در

1Joseph Fourier
2Gustav Lejeune Dirichlet
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بخش آخرین و سومین م کنیم. اثبات له دیری هستۀ ویژگ های از استفاده با است، ۴ .٣. ٢

است. شده داده اختصاص مرزی مقدار مسائل برای کاربردهایی به فصل، این

L٢ در فوریه سری ٣. ١

،[−l, l] به متعلق x نقطۀ هر به ازای هرگاه است، زوج φ : [−l, l] −→ C تابع

φ(−x) = φ(x),

،[−l, l] به متعلق x نقطه هر به ازای هرگاه است، فرد و

φ(−x) = −φ(x).

همان م توان باز دهیم، قرار را (−∞,∞) یا (−l, l) بازۀ ،[−l, l] فشردۀ بازۀ جای به اگر

که م شود نتیجه آن گاه باشد، انتگرال پذیر [−l, l] روی φ اگر برد. به کار را تعریف

∫ l

−l

φ(x)dx = ٢
∫ l

٠
φ(x)dx

و باشد زوج φ ∫اگر l

−l

φ(x)dx = ٠

و است (فرد) زوج تابع (فرد)، زوج تابع دو مجموع که، است واضح باشد. فرد φ اگر

و زوج تابع ی حاصل ضرب درحال که است، زوج تابع فرد، یا زوج تابع دو حاصل ضرب

است. فرد تابع فرد، تابع ی



١۴٩L٢ در فوریه سری ٣. ١

به مجموع ی به صورت م توان همیشه را [−l, l] روی تعریف شده f دلخواه تابع

ل ش

f(x) =
١
٢
[f(x) + f(−x)] + ١

٢
[f(x)− f(−x)], (٣. ١)

fo(x) =
١
٢ [f(x)−f(−x)] و زوج تابع ی fe(x) = ١

٢ [f(x)+f(−x)] که داد نشان

مؤلفه های) (یا فرد و زوج قسمت های به عنوان به ترتیب fo و fe توابع است. فرد تابع ی

م کنیم: فرض ،(٣. ١) معادلۀ منحصربه فردی نشان دادن برای است. شده داده نشان f تابع

f(x) = f̃e(x) + f̃o(x) = fe(x) + fo(x), (٣. ٢)

داریم: x به جای −x زین جای با است. فرد f̃o و زوج f̃e که

f(−x) = f̃e(x)− f̃o(x) = fe(x)− fo(x). (٣. ٣)

.f̃o = fo و f̃e = fe که م گیریم نتیجه ،(٣. ٣) و (٣. ٢) معادله های کردن کم و جمع با

که است واضح بنابراین است، (فرد) زوج تابع (فرد)، زوج توابع از خط ترکیب هر

متعامدند، ر دی ی با که م دهند یل تش متمم فضای زیر دو L٢(−l, l) در فرد و زوج توابع

هم به نسبت ψ و φ آن گاه باشد، فرد ψ و زوج φ که L٢(−l, l) به متعلق ψ و φ اگر یعن

داخل شان ضرب و متعامدند

〈φ, ψ〉 =
∫ l

−l

φ(x)ψ(x)dx = ٠,

است. فرد تابع ،φψ تابع چون

و fo دوی هر که است واضح است. L٢(−l, l) در تابع f = fe + fo کنید فرض
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جمله هایی برحسب L٢ در م توان را (٠, l) به fe تحدید هستند. L٢(−l, l) به متعلق fe

به صورت {cos(nπx/l) : n ∈ N٠} (کامل) متعامد مجموعۀ از

fe(x) = a٠ +
∞∑
n=١

cos
nπ

l
x, ٠ ≤ x ≤ l, (۴ .٣)

،(۶٢. ١) و (۶٢. ٠) روابط طبق بر که داد نمایش

a٠ =
١
l

∫ l

٠
fe(x)dx,

an =
٢
l

∫ l

٠
fe(x) cos

nπ

l
xdx, n ∈ N.

ازاین رو، م کند، تولید را L٠)٢, l) ،{sin(nπx/l) : n ∈ N} متعامد مجموعۀ همچنین،

f٠(x) =
∞∑
n=١

bn sin
nπ

l
x, ٠ ≤ x ≤ l, (۵ .٣)

که

bn =
٢
l

∫ l

٠
fo(x) sin

nπ

l
xdx, n ∈ N.

[−l, l] به برابری هستند، زوج توابع ،[−l, l] روی (۴ .٣) معادلۀ طرف دو هر چون

اجازه ما به این و هستند فرد (۵ .٣) معادلۀ طرف دو مشابه به طور و م شود داده توسعه

،f ∈ L٢(−l, l) هر به ازای بنابراین، دهیم. توسعه [−l, l] به را برابری که م دهد

f(x) = a٠ +
∞∑
n=١

cos
nπ

l
x+

∞∑
n=١

bn sin
nπ

l
x

= a٠ +
∞∑
n=١

(cos
nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x), − l ≤ x ≤ l, (۶ .٣)
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زوج توابع ویژگ های از استفاده با ر، دی طرف از است. برقرار L٢[−l, l] در تساوی البته

داریم: n ∈ N٠ هر به ازای فرد، و

∫ l

−l

fe(x) sin
nπ

l
xdx =

∫ l

−l

f٠(x) cos
nπ

l
xdx = ٠,∫ l

٠
fe(x) cos

nπ

l
xdx =

١
٢

∫ l

−l

fe(x) cos
nπ

l
xdx =

١
٢

∫ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdx,∫ l

٠
fo(x) sin

nπ

l
xdx =

١
٢

∫ l

−l

fo(x) sin
nπ

l
xdx =

١
٢

∫ l

−l

f(x) sin
nπ

l
xdx.

کم با (۶ .٣) عبارت در bn و an ضرایب ازاین رو،

a٠ =
١
٢l

∫ l

−l

f(x)dx,

an =
١
l

∫ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdx, n ∈ N,

bn =
١
l

∫ l

−l

f(x) sin
nπ

l
xdx, n ∈ N,

م شود. تأیید زیر مثال با نتیجه این م شوند. معین

معادلۀ ویژۀ توابع .٣. ١. ١ مثال

u′′ + λu = ٠, − l ≤ x ≤ l,

متناوب مرزی شرایط در که را

u(−l) = u(l) u′(−l) = u′(l),
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کنید. پیدا م کند، صدق

متناوبند. ول نیستند جدا هم از مرزی شرایط که است لیوویل اشتروم مسئلۀ ی این حل:

نتایج ببینید)، را ٢۶ .٢ (تمرین است خودالحاق شرایط این تحت −d٢/dx٢ ر عمل چون

٩ .۴ .٢ تبصرۀ در که همان طور ویژه)، توابع منحصربه فردی (بجز م رود به کار همچنان قضیه

است ساده ،λ < ٠ اگر هستند. کامل و متعامد L٢[−l, l] در آنها ویژۀ  توابع شد، اشاره

معین متناوب مرزی شرایط تحت بدیه جواب ی تنها دیفرانسیل معادله که کنیم بررس

نتیجه مرزی شرایط و است u(x) = c١x + c٢ عموم جواب باشد، λ = ٠ اگر دارد.

است. u٠(x) = ١ ویژه، تابع که م دهد

معادلۀ، جواب λ مثبت مقادیر برای

c١ cos
√
λx+ c٢ sin

√
λx,

داریم: جواب این برای مرزی شرایط بردن به کار با است.

c٢ sin
√
λl = ٠,

c١
√
λ sin

√
λl = ٠.

sin
√
λl = ٠ در باید ویژه مقادیر باشند، صفر نم توانند دو هر c٢ و c١ ،

√
λ > ٠ چون

به صورت [٠,∞) در ویژه مقادیر بنابراین، کنند. صدق

λn = (
nπ

l
)٢, n ∈ N٠,

به صورت متناظر ویژۀ توابع و هستند

١, cos
π

l
x, sin

π

l
x, cos

٢π
l
x, sin

٢π
l
x, cos

٣π
l
x, sin

٣π
l
x, ...
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ویژه، تابع دو با متناظر λn = (nπ/l)٢ ویژۀ مقدار هر که باشید داشته توجه هستند.

است. متناظر ١ انه ی ویژه تابع به که λ٠ = ٠ به جز است، sin(nπx/l) و cos(nπx/l)

م شود، متناظر انه ی ویژۀ تابع ی به ویژه مقدار هر م گوید که را ٨ .۴ .٢ قضیۀ مطلب، این

به کار باشند، جداشونده مرزی شرایط وقت که تنها قضیۀ از قسمت آن برای نم کند، نقض

م دهد: نتیجه مرزی شرایط بالا، مثال در م رود.

c١
√
λ sinλl = ٠, c٢ sinλl = ٠.

م توانیم بنابراین نم شوند، تعیین c٢ و c١ ثابت های است، λn = (nπ/l)٢ وقت که

cos(nπx/l) را ویژه مقدار تا c٢ = ٠ و sin(nπx/l) را ویژه مقدار تا دهیم قرار c١ = ٠

کنیم. انتخاب

م کنیم. ثابت را زیر قضیۀ بنابراین،

توابع از متعامد مجموعۀ فوریه). سری اساس (قضیۀ ٣. ١. ٢ قضیه

{١, cos nπ
l
x, sin

nπ

l
x : n ∈ N}

زیر سری به وسیلۀ م توان را f ∈ L٢(−l, l) تابع هر یعن است، کامل L٢(−l, l) روی

داد: نمایش

f(x) = a٠ +
∞∑
n=١

(cos
nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x), − l ≤ x ≤ l, (٣. ٧)

که

a٠ =
〈f, ١〉
||٢||١

=
١
٢l

∫ l

−l

f(x)dx, (٣. ٨)
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an =
〈f, cos(nπ

l
x)〉

|| cos(nπ
l
x)||٢

=
١
l

∫ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdx, n ∈ N, (٣. ٩)

bn =
〈f, sin(nπ

l
x)〉

|| sin(nπ
l
x)||٢

=
١
l

∫ l

−l

f(x) sin
nπ

l
xdx, n ∈ N. (٣. ١٠)

بسط در bn و an ضرایب و م شود نامیده f فوریۀ سری بسط ،(٣. ٧) معادلۀ راست سمت

هستند. f فوریۀ ضرایب

bn = ٠ ضرایب، N به متعلق n هر به ازای باشد، زوج تابع ی f اگر ‐١ .٣. ١. ٣ تبصره

کسینوس سری به وسیله [−l, l] روی f و

f(x) = a٠ +
∞∑
n=١

cos
nπ

l
x,

به صورت ضرایب که م شود داده نمایش

a٠ =
١
٢l

∫ l

٠
f(x)dx, an =

٢
l

∫ l

٠
f(x) cos

nπ

l
xdx, n ∈ N,

م شوند. معین

سری به وسیله f و an = ٠ ،N به متعلق n هر به ازای آن گاه باشد، فرد تابع f اگر برعکس،

سینوس

f(x) =
∞∑
n=١

bn sin
nπ

l
x,

که م شود داده نمایش

bn =
٢
l

∫ l

٠
f(x) sin

nπ

l
xdx, n ∈ N.
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نیست نقطه  به نقطه لزوماََ فوریه اش سری و f تابع بین (٣. ٧) معادلۀ در بیان شده برابری ‐٢

م کند، میل بی نهایت به N وقت که معناست آن به این است. گونه این L٢[−l, l] در ول

||f(x)− [a٠ +
N∑

n=١

(cos
nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x)]||٢ =

||f(x)||٢ − l[٢|a٢|٠ +
N∑

n=١

(|an|٢ + |bn|٢)] −→ ٠.

∑
|an|٢ مثبت سری که م دهد نشان وضوح به رایی هم این و است f ∈ L٢[−l, l] چون

.lim an = lim bn = ٠ بنابراین، و هستند را هم دو هر
∑

|bn|٢ و

نتیجۀ به وسیلۀ آن گاه، باشد را هم [−l, l] روی نواخت ی به طور f فوریۀ سری اگر ‐٣

پیوسته [−l, l] روی f که شرط به (٣. ٧) معادلۀ برابری و است پیوسته آن مجموع ،١. ١٩

است. نقطه  به نقطه باشد،

تابع .۴ .٣. ١ مثال

f(x) =


−١, − π < x < ٠
٠, x = ٠
١, ٠ < x ≤ π,

است، شده داده نشان ٣. ١ ل ش در که

یادآور نخست آن، فوریه  سری بسط آوردن به دست برای است. L٢[−π, π] در وضوح به

سینوس سری به آن فوریه  سری ازاین رو، است، فرد (−π, π) روی f تابع که م شویم

م شوند: معین زیر به صورت فوریه ضرایب م شود. تبدیل

bn =
١
π

∫ −π

π

f(x) sinnxdx
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f(x) تابع :٣. ١ ل ش

=
٢
π

∫ ٠

π

sinnxdx

=
٢
nπ

(١− cosnπ) =

{
٠ زوج n
۴
nπ

فرد n
.

داریم: بنابراین،

f(x) =
∞∑
n=١

bn sinnx

=
۴
π
sinx+

۴
٣π

sin ٣x+
۴
۵π

sin ۵x+ ...

=
۴
π

∞∑
n=٠

١
٢n+ ١

sin(٢n+ ١)x. (٣. ١١)

جزئ مجموع جمله های چطور که م شود مشاهده

SN(x) =
۴
π

N∑
n=٠

١
٢n+ ١

sin(٢n+ ١)x

سری که باشید داشته توجه همچنین، شده اند. رسم f نمودار تقریب برای ٣. ٢ ل ش در

است، تعریف نشده f(−π) و f(π) = ١ درحال که است صفر برابر ±π در f تابع فوریه
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نیست. برقرار [−π, π] در نقطه هر در (٣. ١١) معادلۀ که است آن بیانگر تنها این که

کرد. خواهیم صحبت بیشتر بعدی بخش در مورد، این در ما

.SN جزئ مجموع های دنبالۀ :٣. ٢ ل ش

وقت که م رود. به کار L٢[−l, l] در مختلط توابع هم حقیق توابع برای ٣. ١. ٢ قضیۀ

حقیق مثلثات توابع متعامد دنبالۀ استفاده کردن برای ار آش مزیت ی است، حقیق f

١, cos
π

l
x, sin

π

l
x, cos

٢π
l
x, sin

٢π
l
x, ...

م توانیم ما این، بر افزون  هستند. حقیق هم فوریه ضرایب و دارد وجود f گسترش برای

اویلر رابطۀ از

eix = cos x+ i sinx, x ∈ R,

زیر به صورت را ضرایب انتها در که کنیم، استفاده نمایی به صورت فوریه سری نمایش برای

م کنیم: تعریف

c٠ = a٠ =
١
٢l

∫ l

−l

f(x)dx,

cn =
١
٢
(an − ibn) =

١
٢l

∫ l

−l

f(x)e
−inπ

l
xdx,
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c−n =
١
٢
(an + ibn) =

١
٢l

∫ l

−l

f(x)e
inπ
l

xdx, n ∈ N,

به طوری که

a٠ +
N∑

n=١

(an cos
nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x)

= c٠ +
N∑

n=١

((cn + c−n) cos
nπ

l
x+ i(cn − c−n) sin

nπ

l
x)

= c٠ +
N∑

n=١

(cne
inπx/l + c−ne

−inπx/l) =
N∑

n=−N

cne
inπx/l.

وقت معادله این طرف دو ،|cn| ≤ |an| + |bn| ≤ ٢|cn| ،Z به متعلق n هر به ازای چون

م کند، میل بی نهایت به N وقت بنابراین، م شوند. واگرا یا را هم م یابد، افزایش N

مجموع به راست سمت

∞∑
n=−∞

cne
inπx/l ≡ c٠ +

∞∑
n=١

(cne
inπx/l + c−ne

−inπx/l),

م آوریم. به دست زیر به صورت را فوریه سری نمایی ل ش و م شود را هم

فوریۀ سری به صورت م تواند f ∈ L٢[−l, l] تابع هر .۶ نتیجه

f(x) =
∞∑

n=−∞

cne
inπx/l, (٣. ١٢)

که شود داده نمایش

cn =
〈f, einπx/l〉
||e−inπx/l||٢

=
١
٢l

∫ l

−l

f(x)e−inπx/ldx, n ∈ Z. (٣. ١٣)
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است، متعامد L٢(−π, π) در {einx : n ∈ Z} مجموعۀ که دیدیم ،١. ٣. ٣ مثال در

دهیم نشان م توانیم همچنین، است. متعامد L٢(−l, l) در {einπx/l : n ∈ Z} بنابراین،

بحث شده لیوویل اشتروم مسائل ویژۀ توابع از کامل مجموعۀ ی {einπx/l : n ∈ Z} که

ویژۀ توابع جفت به مربوط n٢π٢/l٢ ویژۀ مقدار هر که م دهد یل تش را ٣. ١. ١ مثال در

فوریۀ ضرایب نمایش، این در م رسیم. (٣. ١٢) نمایش به فوری درنتیجه، و است e±inπx/l

است، تعریف شده bn و an ،a٠ برای فرمول سه به جای (٣. ١٣) انه ی فرمول به وسیلۀ cn

مثال در تابع (٣. ١٣) و (٣. ١٢) معادله های از استفاده با است. ار آش مزیت ی این که

م آوریم: به دست درنتیجه، م دهیم، گسترش را ۴ .٣. ١

cn =
١
٢π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx

=
١
٢π

[

∫ π

٠
e−inxdx−

∫ ٠

−π

e−inxdx]

=
١
iπ

∫ π

٠
sinnxdx

=
١
inx

(١− cosnπ),

f(x) =
١
iπ

∞∑
n=−∞

١
n
[١− (−١)n]einx

=
٢
iπ

∞∑
n=٠

١
٢n+ ١

[ei(٢n+١)x − e−i(٢n+١)x]

=
۴
π

∞∑
n=٠

١
٢n+ ١

sin(٢n+ ١)x.
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تمرین ها

مجموعۀ است. متعامد L٢[−l, l] در {einπx/l : n ∈ Z} مجموعۀ که کنید تحقیق .٣. ١

چیست؟ آن با متناظر متعامد

چرا؟ راست؟ هم نواخت ی به طور
∑ ١

٢n+١ sin(٢n+ ١)x سری آیا .٣. ٢

ضابطۀ با [−١, ١] روی تعریف شده f تابع فوریۀ سری .٣. ٣

f(x) =

{
٠, −١ ≤ x < ٠
١, ٠ ≤ x ≤ ١,

کنید. تعیین را

کنید ثابت و دهید گسترش [−π, π] روی فوریه سری به را f(x) = π − |x| تابع .۴ .٣

راست. هم نواخت ی به طور سری که

به طور آیا دهید. گسترش [−٢, ٢] روی فوریه سری به را f(x) = x٢ + x تابع .۵ .٣

راست؟ هم نواخت ی

هر به ازای
∑∞

n=١ an cosnx مجموع که کنید ثابت باشد را هم
∑

|an| سری اگر .۶ .٣

م دهد. نمایش را پیوسته تابع ی و است متناه [−π, π] بازۀ در x

L٢(−π, π) در
∑

(an cosnx + bn sinnx) حقیق مثلثات سری که کنید ثابت .٣. ٧

باشد. را هم
∑

(a٢n + b٢n) عددی سری اگر، تنها و اگر راست، هم
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فوریه سری نقطه به نقطۀ رایی هم ٣. ٢

به طوری که باشد، موجود p مثبت عدد اگر م شود، نامیده متناوب f : R −→ C تابع

،x حقیق عدد هر به ازای

f(x+ p) = f(x).

نیز p از مثبت مضرب هر باشد f تناوب دورۀ p اگر م نامند. f تناوب دورۀ را p عدد

چون تابع اند، آن تناوبی دوره های

f(x+ np) = f(x+ (n− ١)p+ p)

= f(x+ (n− ١)p)

= ...

= f(x).

که م دهد نتیجه همچنین،

f(x− np) = f(x− np+ p) = · · · = f(x).

مثال، برای است. برقرار f(x + np) = f(x) برابری صحیح، n هر به ازای ازاین رو،

باشد، a > ٠ اگر درحال که هستند ٢π تناوب دورۀ با متناوب دو هر cosx و sinx توابع

دورۀ م تواند مثبت عدد هر هستند. ٢π/a تناوب دورۀ با متناوب ،cos(ax) و sin(ax)

[٠, p] روی انتگرال پذیر و p تناوب دورۀ با متناوب که f تابع باشد. ثابت تابع تناوب
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مقدار انتگرالش آن، بر افزون و است، انتگرال پذیر متناه بازۀ هر روی است واضح است،

،x حقیق عدد هر به ازای ر، دی بیان به  دارد. p طول با فاصله های همۀ روی سان ی

∫ x+p

x

f(t)dt =

∫ p

٠
f(t)dt. (١۴ .٣)

ثابت ،
∫ x

٠ f(t)dt =
∫ p+x

p
f(t)dt م دهد نشان که f تناوب از استفاده با م توان را این

.(٣. ٨ (تمرین کرد

مثلثات سری وقت

Sn(x) = a٠ +
n∑

k=١

(ak cos kx+ bk sin kx)

آن مجموع که است واضح شود، را هم R روی

S(x) = a٠ +
∞∑
k=١

(ak cos kx+ bk sin kx)

است. آن جمله های همۀ مشترک تناوب دورۀ ٢π و است ٢π تناوب دورۀ با متناوب تابع ی

یعن باشند، L٢(−π, π) در f تابع فوریۀ ضرایب bk و ak اگر

a٠ =
١
٢π

∫ π

−π

f(x)dx,

an =
١
π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx,

bn =
١
π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx, n ∈ N,

یعن راست، هم f به L٢(−π, π) در Sn که م دانیم آن گاه

Sn
L٢
−→ f.



فوریه١۶٣ سری نقطه به نقطۀ رایی هم ٣. ٢

را هم نقطه به نقطه [−π, π] روی f به Sn آن تحت که را شرایط م خواهیم اکنون،

به ازای متناوب تابع ی به عنوان R به [−π, π] از f اگر به ویژه، کنیم. بررس م شود،

معادلۀ با ،x حقیق عدد هر

f(x+ ٢π) = f(x),

است؟ برقرار f(x) = S(x) برابری x حقیق عدد هر به ازای موقع چه شود، داده گسترش

کنیم. بیان را تعاریف از برخ باید نخست سوال این به پاسخ دادن برای

(a, b) ⊆ I ⊆ که I کران دار بازۀ روی تعریف شده f تابع م گوییم .١ .٣. ٢. ١ تعریف

هرگاه: است، پیوسته قطعه  به قطعه ،[a, b]

باشد، پیوسته {x١, x٢, ..., xn} نقطۀ متناه تعداد به جز (a, b) روی f الف)

چپ و راست حدود ب)

lim
x−→x+

i

f(xi) = f(x+i ), lim
x−→x−

i

f(xi) = f(x−i )

باشد، داشته وجود xi ناپیوستگ نقطۀ هر در

وجود انتهایی نقاط در limx−→b− f(b) = f(b−) و limx−→a+ f(x) = f(a+) پ)

باشد. داشته

باشند. پیوسته قطعه  به قطعه دو هر f ′ و f هرگاه است، هموار قطعه  به قطعه f تابع .٢

هرگاه است، (هموار) پیوسته قطعه  به قطعه f آن گاه نباشد، کران دار I باز ۀ کنید فرض .٣

باشد. (هموار) پیوسته قطعه  به قطعه I از کران دار زیربازۀ هر روی
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هموار قطعه به قطعه تابع :٣. ٣ ل ش

کران دار تابع ی کران دار بازۀ روی f پیوستۀ قطعه  به قطعه تابع که پیداست بالا تعریف از

نقاط در f ′ تابع هستند. مقادیرش در متناه جهش های از نتیجه ای ناپیوستگ ها که است

دارد، جهش ناپیوستگ جایی که f ′ همچنین است. نشده تعریف است، ناپیوسته f که

نشان ٣. ٣ ل ش که همان طور دارد تیز گوشه که f ل ش از (جاهایی است تعریف نشده

متناه دنباله ای باشد، پیوسته قطعه  به قطعه (a, b) روی f ′ اگر درنتیجه، است). شده داده

مانند هستند) f ناپیوستگ نقاط شامل (که نقاط از

a < ξ١ < ξ٢ < ξ٣ < · · · < ξm < b,

(ξi, ξi+١) ،(a, ξ١) زیربازۀ هر روی f ′ ول نیست دیفرانسیل پذیر آنها در f که دارد وجود

است. پیوسته ١ ≤ i ≤ m− ١ ،(ξm, b) و

داده نمایش زیر به صورت که است x در f ′ راست و چپ حدود f ′(x±) که کنید توجه
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م شود:

f ′(x−) = lim
x→x−

f ′(x) = lim
h→٠+

f(x−)− f(x− h)

h
,

f ′(x+) = lim
x→x+

f ′(x) = lim
h→٠+

f(x+ h)− f(x+)

h
,

حدهای به صورت دوم حالت هستند. x در f مشتق راست و چپ حد از متفاوت بسیار که

م شود: معین زیر

lim
h→٠±

f(x+ h)− f(x)

h
,

هر برعکس، باشد. نداشته وجود ξi در است ن مم باشد، هموار قطعه  به قطعه f اگر حت

تابع ی ببینید). را ٣. ١١ و ٣. ١٠ (تمرین نیست هموار قطعه  به قطعه دیفرانسیل پذیر تابع

نباشد، هموار قطعه  به قطعه است ن مم ول است، پیوسته قطعه  به قطعۀ وضوح به پیوسته

مانند

f(x) =
√
x, ٠ ≤ x ≤ ١,

ندارد. وجود limx→٠+ f
′(x) که

است. بخش این اصل نتیجۀ که م شود استفاده ۴ .٣. ٢ قضیۀ اثبات برای بعدی لم دو

آن گاه باشد، پیوسته قطعه  به قطعه [−π, π] روی f اگر .٣. ٢. ٢ لم

lim
n→∞

∫ π

−π

f(x) cosnxdx = lim
n→∞

∫ π

−π

f(x) sinnxdx = lim
n→∞

∫ π

−π

e±inxdx = ٠.

به طور که است (−π, π) روی f تابع ناپیوستگ نقاط xp و ..., x٢, x١ کنید فرض برهان.

به ازای (xk, xk+١) روی کران دار و پیوسته تابع ی |f | چون است. شده مرتب افزایش
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بازه هایی چنین روی هم آن مربع است، xp+١ = π و x٠ = −π که ،٠ ≤ k ≤ p هر

و است انتگرال پذیر

∫ π

−π

|f(x)|٢dx =

∫ x١

−π

|f(x)|٢dx+ · · ·+
∫ π

xp

|f(x)|٢dx.

به است، n −→ ∞ وقت cn و bn ،an فوریۀ ضرایب است. f ∈ L٢(−π, π) درنتیجه

ببینید). را ٣ .۶ .١ و ٣. ١. ٣ (تبصره های م کنند میل صفر

،m ∈ Z و α 6= ٢mπ حقیق عدد هر به ازای .٣. ٢. ٣ لم

١
٢
+ cosα + cos ٢α + · · ·+ cosnα =

sin(n+ ١
٢)α

٢ sin(١٢α)
. (١۵ .٣)

م توان را (١۵ .٣) چپ سمت کسینوس، تابع برای نمایی عبارت از استفاده با برهان.

نوشت: زیر ل به ش

١
٢
+

n∑
k=١

cos kα =
١
٢

n∑
k=−n

eikα

=
١
٢
e−inα

٢n∑
k=٠

eikα

=
١
٢
e−inα

٢n∑
k=٠

(eiα)k.

باشد، ٢π از صحیح مضرب α اگر، تنها و اگر ،eiα = ١ چون

١
٢
e−inπ

٢n∑
k=٠

(eiα)k =
١
٢
e−inα١− (eiα)٢n+١

١− eiα

=
١
٢
e−inα − e+i(n+١)α

١− eiα
α 6= ٢±,٠π, · · · (١۶ .٣)



فوریه١۶٧ سری نقطه به نقطۀ رایی هم ٣. ٢

به دست را (١۵ .٣) معادلۀ راست طرف بالا، عبارت مخرج و صورت در e−iα/٢ ضرب با

م آوریم.

عبارت

Dn(α) =
١
٢π

n∑
k=−n

eikα =
١
٢π

+
١
π

n∑
k=١

cos kα,

است ٢π تناوب دورۀ با و زوج که α از پیوسته تابع ی که است مشهور له دیری هستۀ به

زیر به صورت α حقیق مقادیر همه به ازای له دیری هستۀ ،٣. ٢. ٣ لم اساس بر .(۴ .٣ ل (ش

م شود: داده نمایش

Dn(α) =


sin(n+ ١

٢ )α

٢π sin ١
٢α

α 6= ٠, ٢π, · · ·
٢n+١
٢n α = ٠, ٢π, · · · .

D۴ لۀ دیری هستۀ :۴ .٣ ل ش
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م آوریم: به دست طبیع nهای همۀ به ازای ،٠ ≤ α ≤ n روی Dn(α) از انتگرال گیری ∫با π

٠
Dn(α)dα =

١
π

∫ π

٠
(
١
٢
+

n∑
k=١

cos kα)dα =
١
٢
. (٣. ١٧)

فوریه سری اساس قضیۀ نقطه به نقطه نسخه اثبات برای ٣. ٢. ٣ و ٣. ٢. ٢ لم از ما اکنون

م کنیم. استفاده

٢π تناوب دورۀ با [−π, π] روی هموار قطعه  به قطعه تابع ی f کنید فرض .۴ .٣. ٢ قضیه

اگر است.

a٠ =
١
٢π

∫ π

−π

f(x)dx,

an =
١
π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx,

bn =
١
π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx, n ∈ N,

فوریۀ سری آن گاه

S(x) = a٠ +
∞∑
k=١

(an cosnx+ bn sinnx),

راست. هم ١
٢ [f(x

+) + f(x−)] به R در x هر به ازای

م گیریم: نظر در فوریه سری اول جملۀ n مجموع را Sn(x) برهان.

Sn(x) = a٠ +
∞∑
k=١

(ak cos kx+ bk sin kx).

ترتیب تغییردادن با و ، متناه مجموع این در ضرایب انتگرال نمایش های زین جای با

م آوریم: به دست مجموع، و انتگرال

Sn(x) =
١
π

∫ π

−π

f(ξ)[
١
٢
+

n∑
k=١

(cos kξ cos kx+ sin kξ sin kx)]dξ
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=
١
π

∫ π

−π

f(ξ)[
١
٢
+

n∑
k=١

cos k(ξ − x)]dξ.

بنویسیم: م توانیم ،Dn تعریف با

Sn(x) =

∫ π

−π

f(ξ)Dn(ξ − x)dξ

=

∫ π−x

−π−x

f(x+ t)Dn(t)dt.

هستند، ٢π تناوب دورۀ با متناوب Dn(t) و f(x + t) تابع دو هر ،t از تابع ی به عنوان

م نویسیم: (١۴ .٣) رابطۀ از استفاده با بنابراین،

Sn(x) =

∫ π

−π

f(x+ t)Dn(t)dt.

داریم: است، زوج تابع ی Dn که واقعیت این و (٣. ١٧) معادلۀ به توجه با ر، دی طرف از

١
٢
[f(x+) + f(x−)] = f(x−)

∫ ٠

−π

Dn(t)dt+ f(x+)

∫ π

٠
Dn(t)dt.

از این رو،

Sn(x)−
١
٢
[f(x+) + f(x−)] =

∫ ٠

−π

[f(x+ t)− f(x−)]Dn(t)dt

+

∫ π

٠
[f(x+ t)− f(x+)]Dn(t)dt,

م کند. میل صفر به است، n −→ ∞ وقت دنباله این که م دهیم نشان

م کنیم: تعریف را زیر تابع

g(t) =

{
f(x+t)−f(x−)

eit−١ −π < t < ٠
f(x+t)−f(x+)

eit−١ ٠ < t ≤ π.
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م نویسیم: (١۶ .٣) معادله از استفاده با

Sn(x)−
١
٢
[f(x+) + f(x−)] =

∫ π

−π

g(t)(eit − ١)Dn(t)dt

=
١
٢π

∫ π

−π

g(t)(ei(n+١)t − e−int)dt,

میل صفر به تساوی راست سمت است، n −→ ∞ وقت که دهیم نشان است کاف اکنون،

جز به [−π, π] روی نیز g تابع است، هموار قطعه به قطعه [−π, π] روی f چون م کند.

هوپیتال قاعد ۀ از استفاده با t = ٠ در است. هموار قطعه  به قطعه به طور t = ٠ در احتمالا

م آوریم: به دست

lim
t−→٠±

g(t) = lim
t−→٠±

f ′(x+ t)

ieit
= −if ′(x±).

٣. ٢. ٢ لم به توجه با آن فوریۀ  ضرایب است، پیوسته قطعه  به قطعه [−π, π] روی g درنتیجه،

داریم: است، n −→ ∞ وقت بنابراین، و راست هم صفر به

١
٢π

∫ π

−π

g(t)e±intdt −→ ٠.

١
٢ [f(x

+)+ xحقیق هر به ازای آن گاه باشد، پیوسته [−π, π]روی f اگر .١ .۵ .٣. ٢ تبصره

وگرنه راست. هم R روی f به نقطه به نقطه فوریه سری بنابراین، .f(x−)] = f(x)

١
٢ [f(x

+)+ یعن ،x در «پرش» میانگین به فوریه اش سری است، ناپیوسته x در f جایی که

است سازگار واقعیت این با راست. هم ،f(x) تعریف ونگ چ از صرف نظر با ،f(x−)]

این چون و م شود مشخص bn و an ضرایب به وسیلۀ کامل به طور S فوریۀ سری چون که،
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مقدار به تغییر نم توانند ضرایب م شوند، تعریف f شامل انتگرال های به وسیلۀ ضرایب

فرمول با ناپیوستگ اش نقاط در f اگر باشند. حساس منفرد نقاط در تابع

١
٢
[f(x+) + f(x−)],

داریم. S(x) = f(x) نقطه به نقطه برابری R تمام روی دوباره آن گاه شود، تعریف

م کند، صدق قضیه فرض در که f تابع هر به ازای فوریه، سری نمایی فرم از استفاده با .٢

داریم:

lim
n−→∞

n∑
k=−n

cne
inx =

١
٢
[f(x+) + f(x−)] ∀x ∈ R,

که

cn =
١
٢π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx.

١
٢ [f(x

+)+ به f فوریۀ سری نقطه به نقطه رایی هم برای را کاف شرایط ،۴ .٣. ٢ قضیۀ .٣

که تابع ی به عنوان را ،٢۶ .٣ تمرین یا ،[١۶] ٩١ صفحه مثال، برای م دهد. f(x−)]

ببینید. داد، نمایش فوریه سری به صورت را آن م توان ول نیست هموار نقطه  به نقطعه

متقارن مبدأ به نسبت که بازه ای هر با م تواند [−π, π] بازۀ م رود، انتظار که همانطور

شود. زین جای است،

است. ٢l تناوب دورۀ با [−l, l] روی هموار قطعه  به قطعه تابع ی f کنید فرض .٧ نتیجه

اگر

a٠ =
١
٢l

∫ l

−l

f(x)dx,
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an =
١
l

∫ l

−l

f(x) cos
nx

l
dx,

bn =
١
l

∫ l

−l

f(x) sin
nx

l
dx, n ∈ N,

فوریۀ سری آن گاه

a٠ +
∞∑
n=١

(an cos
nx

l
+ bn sin

nx

l
)

راست. هم ١
٢ [f(x

+) + f(x−)] به حقیق x هر به ازای

شرایط در g ،g(x + ٢π) = g(x) که م بینیم ،g(x) = f(lx/π) قراردادن با برهان.

م کند. صدق ۴ .٣. ٢ قضیۀ

گسترش ازاین رو، است، پیوسته قطعه  به قطعه (−π, π] روی f تابع ،۴ .٣. ١ مثال در

مضارب همۀ در f که کنید توجه م کند. صدق ۴ .٣. ٢ قضیۀ شرایط در R روی آن متناوب

|f(x+n ) − f(x−n )| = ٢ اندازۀ با جهش ناپیوستگ ی که است، ناپیوسته π صحیح

داریم: x = ٠ در دارد.

١
٢
[f(٠+) + f(٠−)] =

١
٢
[١− ١] = ٠,

فوریه اش سری مقدار با که

S(x) =
۴
π

∞∑
n=٠

١
٢n+ ١

sin(٢n+ ١)x

به نقطه این در فوریه سری بود، تعریف شده صفر برابر f(٠) چون است. ی x = ٠ در

ول است. همین طور نیز π زوج صحیح مضارب همۀ در متناوب، به طور و راست هم f
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دوره ای بودن به دلیل .f(x) = ١ 6= S(x) = ٠ که گفت نم توان ،x = π نقطه برای

رایی هم آوردن به دست برای نیست. را هم f به ،x = ±π,±٣π, · · · در فوریه سری

کنیم: تعریف π در را f دوباره باید ما ،(R نقاط همه در بنابراین (و نقاط این در

f(π) =
١
٢
[f(π+) + f(π−)] = ٠.

.f(π/٢) = S(π/٢) = ١ داریم است، پیوسته x = π/٢ در f چون مشابه، مثال این در

ازاین رو،

١ =
۴
π

∞∑
n=٠

١
٢n+ ١

sin(٢n+ ١)
π

٢

=
۴
π

∞∑
n=٠

١
٢n+ ١

(−١)n,

م دهد. نتیجه را π از زیر سری نمایش که

π = ۴(١− ١
٣
+

١
۵
+

١
٧
+ · · · ). (٣. ١٨)

f تابع مثبت قسمت نشان دادن برای f+ نماد از است، مفروض f داده شدۀ حقیق تابع

داریم: م کنیم، استفاده

f+(x) =

{
f(x) f(x) ≥ ٠
٠ f(x) < ٠

=
١
٢
[f(x) + |f(x)|].

داریم: f منف قسمت برای مشابه، به طور

f−(x) =
١
٢
[|f(x)| − f(x)] =

{
−f(x) f(x) ≤ ٠
٠ f(x) > ٠,
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.f = f+ − f− داریم به وضوح و

است، شده داده نمایش ۵ .٣ ل ش در که ،f(t) = (٢ cos ١٠٠πt)+ تابع .۶ .٣. ٢ مثال

به عنوان همچنین و تری ال نیمه هادی ی طریق از t زمان از تابع به عنوان را جاری جریان

است. ۵٠ آن فرکانس و ٢ جریان دامنۀ م کند. توصیف ی  سوکننده نیمه موج ی

فوریه، سری ی برحسب است، هموار قطعه  به قطعه به وضوح که ،f گسترش برای

π/l = ١٠٠π از زین جای با م توان را کار این کنیم. تعیین را آن تناوب دورۀ باید نخست

به ازای پس است، زوج تابع ی f چون .l = ١/١٠٠ که م گیریم نتیجه آن از و داد انجام

م آوریم: به دست زیر به صورت را an و bn = ٠ ، طبیع های n همۀ

a٠ =
١
٢l

∫ l

−l

f(t)dt

=
١
l

∫ l

٠
f(t)dt

= ١٠٠
∫ ١/٢٠٠

٠
٢ cos ١٠٠πtdt

=
٢
π
.

ی سوشده موج :۵ .٣ ل ش



فوریه١٧۵ سری نقطه به نقطۀ رایی هم ٣. ٢

an =
٢
l

∫ l

٠
f(t) cos

nπt

l
dt

= ٢٠٠
∫ ١/٢٠٠

٠
٢ cos ١٠٠πt cos ١٠٠nπtdt

= ٢٠٠
∫ ١/٢٠٠

٠
[cos(n+ ١٠٠(١πt+ cos(n− ١٠٠(١πt]dt, n ∈ N.

،n = ١ وقت

a١ = ٢٠٠
∫ ١/٢٠٠

٠
[cos ٢٠٠πt+ ١]dt = ١.

داریم: ،n ≥ ٢ هر به ازای

an =
٢
π
[

١
n+ ١

sin(n+ ١٠٠(١πt+
١

n− ١
sin(n− ١٠٠(١πt]|١/٢٠٠٠

=
٢
π
[

١
n+ ١

sin(n+ ١)
π

٢
+

١
n− ١

sin(n− ١)
π

٢
]

=
٢
π
(

١
n+ ١

− ١
n− ١

) cos
nπ

٢

= − ۴
π(n٢ − ١)

cosn
π

٢
.

بنابراین،

a٢ =
۴
٣π
, a٣ = ٠, a۴ =

−۴
١۵π

, a۵ = ٠, · · · .

م آوریم: به دست حقیق tهای به ازای است، پیوسته تابع f چون

f(t) =
٢
π
+ cos ١٠٠πt+

۴
π
(
١
٣
cos ٢٠٠πt− ١

١۵
cos ۴٠٠πt+ · · · )
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=
٢
π
+ cos ١٠٠πt− ۴

π

∞∑
n=١

(−١)n

۴n٢ − ١
cos ٢٠٠nπt.

سازگار ،(M آزمون (با راست هم نواخت ی به طور سری که واقعیت این با f پیوستگ

مجموع ی م تواند را هم سری ی برای نیست. درست آن عکس ، کل حالت در است.

روی
∑
xn سری که همان طور باشد؛ نواخت ی رایی هم اینکه بدون باشد، داشته پیوسته

م دهیم، نشان که همان طوری ول راست. هم نقطه  به نقطه به طور ١/(١−x) به (−١, ١)

دهد. روی فوریه سری برای نم تواند حالت این

و f(−π) = f(π) به طوری که باشد، [−π, π] روی پیوسته تابع ی f اگر .٣. ٢. ٧ قضیه

سری آن گاه هستند، پیوسته قطعه به قطعه (−π, π) روی f ′

∞∑
n=١

√
|an|٢ + |bn|٢

هستند: زیر به صورت تعریف شده فوریۀ ضرایب bn و an که راست، هم

an =
١
π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx, bn =
١
π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx.

که است ۴ .٣. ٢ قضیۀ همانند قضیه، این در f روی کاررفته به شرایط که م کنیم مشاهده

داده ایم. قرار را قطعه  به قطعه پیوستگ ،[−π, π] روی پیوستگ به جای

و است L٢(−π, π) به متعلق است، پیوسته قطعه به قطعه [−π, π] روی f ′ چون برهان.

دارد: وجود زیر به صورت آن فوریه  ضرایب

a′٠ =
١
٢π

∫ π

−π

f ′(x)dx,
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a′n =
١
π

∫ π

−π

f ′(x) cosnxdx,

b′n =
١
π

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx, n ∈ N.

به دست ،f(−π) = f(π) رابطۀ از استفاده با و جزءبه جزء یا مستقیم، انتگرال گیری با

م آوریم:

a′٠ =
١
٢π

[f(π)− f(−π)] = ٠,

a′n =
١
π
f(x) cosnx|π−π +

n

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx = nbn,

b′n =
١
π
f(x) sinnx|π−π −

n

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx = −nan.

درنتیجه:

SN =
N∑

n=١

√
|an|٢ + |bn|٢

=
N∑

n=١

١
n

√
|a′n|٢ + |b′n|٢

≤ [
N∑

n=١

١
n٢
.

N∑
n=١

(|a′n|٢ + |b′n|١/٢[(٢

نامساوی از استفاده با کردیم. استفاده ‐شوارتز کوش نامساوی از پایان رابطۀ در که

داریم: (١. ٢٢) بسل

N∑
n=١

(|a′n|٢ + |b′n|٢) ≤
∫ π

−π

|f ′(x)|٢dx <∞.

راست. هم و کران دار بالا از SN افزایش دنبالۀ بنابراین، و راست هم
∑

١/n٢ سری
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فوریۀ سری رایی هم آن گاه کند، صدق ٣. ٢. ٧ قضیۀ شرایط در f اگر .٨ نتیجه

a٠ +
∞∑
n=١

(an cosnx+ bn sinnx) (٣. ١٩)

است. مطلق و نواخت ی [−π, π] روی f به

هر به ازای f(x+ ٢π) = f(x) تناوب رابطۀ توسط R به [−π, π] از f گسترش برهان.

سری ازاین رو، م کند، صدق ۴ .٣. ٢ قضیۀ شرایط در که است پیوسته تابع ی حقیق x

ول راست. هم f(x) به حقیق x هر به ازای (٣. ١٩) فوریۀ

|an cosnx+ bn sinnx| ≤ |an|+ |bn| ≤ ٢
√

|an|٢ + |bn|٢,

نواخت ی به طور M آزمون توسط (٣. ١٩) سری راست، هم
∑√

|an|٢ + |bn|٢ چون و

راست. هم مطلقاََ و

۴ .٣. ٢ قضیۀ شرایط همانند تابع ی که کنیم ادعا م توانیم ،٨ و ٢ نتایج اساس بر

نیازی باشد. را هم نواخت ی به طور R روی فوریه اش سری اگر تنها و اگر است، پیوسته

و معتبر ٢π تناوب دورۀ به جای ٢l تناوب دورۀ زین جای با نتیجه این که نیست گفتن به

است. صحیح

سری باشد، ٢l تناوب دورۀ با و [−l, l] روی هموار قطعه  به قطعه تابع f اگر .٩ نتیجه

باشد. پیوسته f اگر تنها و اگر راست، هم نواخت ی به طور فوریه اش

تمرین  ها

کنید. ثابت را (١۴ .٣) معادلۀ .٣. ٨



فوریه١٧٩ سری نقطه به نقطۀ رایی هم ٣. ٢

هستند؟ هموار قطعه به قطعه کدام ی و پیوسته زیر توابع از کدام ی که کنید مشخص .٣. ٩

.f(x) = ٣
√
x x ∈ R الف)

.f(x) = | sinx| x ∈ R ب)

.f(x) =
√
x, ٠ ≤ x < ١, f(x+ ١) = f(x) ∀x ≥ ٠ پ)

.f(x) = |x|٣/٢ − ١ ≤ x ≤ ١, f(x+ ٢) = f(x) ∀x ∈ R ت)

.f(x) = [x] = n ∀x ∈ [n, n+ ١), n ∈ Z ث)

x = ٠ در ول است، هموار قطعه  به قطعه R روی f(x) = |x| تابع که دهید نشان .٣. ١٠

ول باشد R روی پیوسته قطعه به قطعه که کنید ارائه تابع ی از مثال نیست. دیفرانسیل پذیر

نباشد. دیفرانسیل پذیر صحیح عدد هر در

تابع که دهید نشان .٣. ١١

f(x) =

{
x٢ sin( ١

x
), x 6= ٠

٠, x = ٠

نیست. هموار قطعه  به قطعه ول است، دیفرانسیل پذیر R روی

است، ٢l تناوب دورۀ با (−l, l) روی هموار قطعه  به قطعه تابع ی f کنید فرض .٣. ١٢

است. هموار قطعه به قطعه R روی f که دهید نشان

مجموع دهید نشان باشند. I بازۀ روی هموار قطعه  به قطعه g و f توابع که کنید فرض .٣. ١٣

قسمت خارج درمورد هستند، هموار قطعه  به قطعه I روی f.g ضرب همچنین و f + g آنها

گفت؟ م توان چه f/g

کنید. مشخص را مقدارش بیشترین و Dn لۀ دیری هستۀ صفرهای .١۴ .٣

را آنها فوریه  سری و است هموار قطعه  به قطعه زیر توابع از هری که کنید بررس .١۵ .٣
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کنید. تعیین

.f(x) = x − π ≤ x ≤ π, f(x+ ٢π) = f(x) ∀x ∈ R الف)

.f(x) = |x| − ١ ≤ x ≤ ١, f(x+ ٢) = f(x) ∀x ∈ R ب)

.f(x) = sin٢ x x ∈ R پ)

.f(x) = cos٣ x ∀x ∈ R ت)

.f(x) = ex, − ٢ ≤ x ≤ ٢, f(x+ ۴) = f(x) ∀x ∈ R ث)

.f(x) = x٣, − l ≤ x ≤ l, f(x+ ٢l) = f(x) ∀x ∈ R ج)

است. نواخت ی فوریه سری رای هم که دهید نشان ١۵ .٣ تمرین در .١۶ .٣

در x = ±l در و (ث) ١۵ .٣ تمرین در x = ±٢ در فوریه سری S(x) مجموع .٣. ١٧

آورید. به دست را (ج) ١۵ .٣ تمرین

f(x+ ٢π) = و −π < x ≤ π ،f(x) = x تابع فوریۀ سری بسط از استفاده با .٣. ١٨

آورید. به دست را (٣. ١٨) معادلۀ ،R روی f(x)

روی f(x+ ٢π) = f(x) و −π < x ≤ π و f(x) = |x| فوریه سری بسط از .٣. ١٩

کنید. استفاده π٢ از نمایش برای ،R

به دست π از نمایش برای ، ۶ .٣. ٢ مثال در f تابع فوریۀ سری بسط از استفاده با .٣. ٢٠

آورید.

برای نتیجه از سپس نمایید، تعیین [−π, π] روی را f(x) = x٢ فوریۀ سری بسط .٣. ٢١

کنید. استفاده زیر سری های از هری محاسبه

.
∑∞

n=١
١
n٢ الف)



فوریه١٨١ سری نقطه به نقطۀ رایی هم ٣. ٢

.
∑∞

n=(١−)١n
١
n٢ ب)

.
∑∞

n=١
١

(٢n)٢ پ)

.
∑∞

n=١
١

(٢n−١)٢ ت)

که کنید بررس دهید. بسط R روی فوریه سری برحسب را f(x) = | sinx| تابع .٣. ٢٢∑∞
n=١(۴n٢− ١−(١ سری های محاسبه برای نتیجه از و راست هم نواخت ی به طور سری

کنید. استفاده
∑∞

n=(١−)١n+١(۴n٢ − ١−(١ و

را f ′ دارد. هموار قطعه  به قطعه پذیری مشتق f(x) = | sinx| تابع که دهید نشان .٣. ٢٣

n ∈ Z ،x = π
٢ + nπ و x = nπ در را سری مقدار و دهید بسط فوریه سری برحسب

کنید. رسم را f ′ و f همچنین آورید، به دست

f̃e تابع ،f زوج تناوبی توسعه است. هموار قطعه  به قطعه [٠, l] روی f کنید فرض .٢۴ .٣

به وسیله R روی تعریف شده

f̃e(x) =

{
f(x), ٠ ≤ x ≤ l

f(−x), − l < x < ٠,

f̃(x+ ٢l) = f̃(x), x ∈ R,

است: زیر به صورت f فرد تناوبی توسعۀ و است

f̃o(x) =

{
f(x), ٠ ≤ x ≤ l

−f(−x), − l < x < ٠,

f̃(x+ ٢l) = f̃(x), x ∈ R.

است، پیوسته R روی f̃e آن گا ه باشد، پیوسته [٠, l] روی f اگر که، دهید نشان الف)

.f(٠) = f(l) = ٠ اگر تنها و اگر است، پیوسته f̃o ول
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آورید. به دست را f̃o و f̃e فوریۀ سری بسط های ب)

نمائید. تعیین را f̃o و f̃e فوریۀ سری است، مفروض [٠, ١] روی f(x) = x پ)

x = π و x = ٠ در را فوریۀ سری مقدار زیر، f : R −→ R توابع از ی هر برای .٢۵ .٣

کنید. مقایسه f(π) و f(٠) با را نتیجه کنید، تعیین

.R به [٠, π] از sinx تابع زوج تناوبی توسعۀ الف)

.R به [٠, π] از cosx تابع فرد تناوبی توسعۀ ب)

.R به [٠, π] از ex تابع فرد تناوبی توسعۀ پ)

چون راست. هم [−π, π] از نقطه هر در f(x) = x١/٣ فوریۀ سری که دهید نشان .٢۶ .٣

f(x) به نقطه به نقطه فوریه سری که یرید ب نتیجه م گیرد، قرار L٢(−π, π) در و پیوسته f

نیست. هموار قطعه  به قطعه (−π, π) روی f اگرچه راست، هم x ∈ (−π, π) هر به ازای

مرزی مقدار مسائل ٣. ٣

معادلات برای اولیه و مرزی مقدار مسائل جواب های ایجاد در مهم نقش فوریه سری

بیش با تابع ی طبیع به طور جزئ دیفرانسیل معادله جواب م کند. بازی جزئ دیفرانسیل

به دست برای مؤثر روش ی است، ن هم و خط معادلۀ وقت بود. خواهد متغیر ی از

مستقل جواب که است فرض این اساس بر این است. متغیرها جداسازی آن، جواب آوردن

شود: بیان y از تابع ی و x از تابع ی ضرب به صورت م تواند ،u(x, y)

u(x, y) = v(x)w(y). (٣. ٢٠)



مرزی١٨٣ مقدار مسائل ٣. ٣

مرتب را حاصل معادلۀ جمله های بتوانیم اگر جزئ دیفرانسیل معادله در زین جای از پس

هر آن گاه باشد، y شامل تنها ر دی طرف و x متغیر شامل تنها طرف ی به طوری که کنیم،

م دهد نشان w و v توابع برحسب معمول دیفرانسیل معادله دو این باشد. ثابت باید طرف

فرض در کلیت دادن دست از بدون است. ساده تر اصل معادلۀ حل از آنها حل احتمالا که

از مجاز مقادیر با v(x)w(y) جواب های تمام از خط ترکیب های گرفتن با (٣. ٢٠) اولیۀ

م شود. جبران پارامتری ثابت

استفاده با م کنند، توصیف را فیزی پدیده های که مرزی مقدار مسائل از مشهور مثال دو

م شوند. حل متغیرها جداسازی از

گرما معادلۀ ٣. ٣. ١

یرید: ب نظر در را زیر بعدی ی گرمای معادلۀ

∂u

∂t
= k

∂٢u

∂x٢
, ٠ < x < l, t > ٠. (٣. ٢١)

،u(x, t) که م کند، کنترل l طول با نازک نوار ی امتداد در را گرما جریان معادله، این

جنس به بستگ که است مثبت فیزی ثابت ی k و است t زمان و x نقطۀ در نوار دمای

اولیۀ توزیع و نوار انتهای در مرزی شرایط که داریم نیاز ،u مشخص کردن برای دارد. نوار

است: زیر به صورت u در مرزی شرایط که کنید فرض بدانیم. را نوار امتداد در دما

u(٠, t) = u(l, t) = ٠, t > ٠. (٣. ٢٢)

به صورت نوار امتداد در دما اولیۀ توزیع و م شود نگه  داشته ٠ دمای در نوار انتهای

u(x, ٠) = f(x), ٠ < x < l, (٣. ٢٣)
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،(٠, l)× (٠,∞) نوار در (x, t) نقاط همۀ به ازای م خواهیم است. معین تابع f که است

کنید، فرض کنیم. مشخص را u(x, t)

u(x, t) = v(x)w(t).

م آوریم: به دست ،(٣. ٢١) معادلۀ در جای گذاری با

v(x)w′(t) = kv′′(x)w(t).

داریم: ،kvw بر معادله این تقسیم با

v′′(x)

v(x)
=

w′(t)

kw(t)
. (٢۴ .٣)

طرف دو هر اینکه ر م باشد، برقرار (٠, l) × (٠,∞) نوار روی نم تواند (٢۴ .٣) معادلۀ

واضح ٣. ٣. ١ تبصرۀ در λ به جای −λ٢ ثابت انتخاب دلیل باشد. −λ٢ برابر مثلا و ثابت

معمول دیفرانسیل معادلۀ دو (٢۴ .٣) معادلۀ از بنابراین، است.

v′′ + λ٢v = ٠, (٢۵ .٣)

w′ + λ٢kw = ٠, (٢۶ .٣)

از عبارتند (٢۶ .٣) و (٢۵ .٣) جواب های م آیند. به دست

v(x) = a cosλx+ b sinλx, (٣. ٢٧)

w(t) = ce−λ٢kt, (٣. ٢٨)



مرزی١٨۵ مقدار مسائل ٣. ٣

با دارند، بستگ λ پارامتر به جواب ها این چون هستند، انتگرال گیری ثابت های c و b ،a که

به صورت گرما معادلۀ جواب های بنابراین م دهیم. نشان را وابستگ این wλ و vλ نوشتن

uλ(x, t) = (aλ cosλx+ bλ sinλx)e
−λ٢kt, (٣. ٢٩)

هستند. λ به وابسته دلخواه ثابت های bλ و aλ که است

،t > ٠ هر به ازای که دارد اشاره (٣. ٢٢) در اول مرزی شرط

uλ(٠, t) = aλe
−λ٢kt = ٠.

است: قرار این از دوم مرزی شرط و aλ = ٠ درنتیجه،

uλ(l, t) = bλ sinλle
−λ٢kt, t > ٠ هر به ازای

بدیه جواب یا ،bλ = ٠ که دهیم اجازه نم توانیم چون .bλ sinλl = ٠ ازاین رو،

،(f ≡ ٠ اینکه ر (م کند صدق اولیه شرط در نم تواند که م آوریم به دست را uλ ≡ ٠

درنتیجه،

sinλl = ٠,

گسستۀ مقادیر م توا ند تنها λ پارامتر و است π صحیح مضارب λl بنابراین، و

λn =
nπ

l
, n ∈ N.

مقادیر چون گرفته ایم، نظر در را n مثبت مقادیر تنها ما که کنید توجه یرد. ب نظر در را

داد. قرار bλn = bn ثابت م    توان بنابراین و دارند را sinλnx علامت تغییر اثر ، منف
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معادلۀ جواب های از دنباله ای به ما بنابراین، م دهد. نتیجه را بدیه جواب n = ٠ حالت

م کند: صدق (٣. ٢٢) مرزی مقدار شرایط در همه که م رسیم گرما

un(x, t) = bn sin
nπ

l
xe−(nπ/l)٢kt, n ∈ N.

مجموع بنابراین، هستند، ن هم و خط (٣. ٢٢) و (٣. ٢١) معادله های

u(x, t) =
∞∑
n=١

un(x, t) =
∞∑
n=١

bnsin
nπ

l
xe−(nπ/l)٢kt, (٣. ٣٠)

انطباق پذیری). اصل (به وسیلۀ م کند تعریف را معادله ها این از کل تر جواب ی

م بریم: به کار (٣. ٣٠) عبارت برای را (٣. ٢٣) اولیۀ شرط اکنون

u(x, ٠) =
∞∑
n=١

bn sin
nπ

l
x = f(x).

شرایط در [−l, l] روی فردش گسترش باشد، هموار قطعه  به قطعه [٠, l] روی f تابع اگر

معنا این به باشد، f فوریه ضرایب باید bn ضرایب و م کند صدق [−l, l] بازۀ روی ٧ نتیجۀ

که

bn =
٢
l

∫ l

٠
f(x) sin

nπ

l
xdx.

است. f(x) = ١
٢ [f(x

+)+f(x−)] ،x هر به ازای که م کنیم فرض ضمن به طور ما اینجا

جواب به عنوان م شود، داده نمایش (٣. ٣٠) سری به وسیلۀ که را u(x, t) کامل به طور این

م کند. تعریف ،[٠, l]× [٠,∞) در (٣. ٢٣) طریق از (٣. ٢١) معادلات دستگاه

فرم در محدودیت آغاز در ،u(x, t) = v(x)w(t) فرض اگرچه ‐١ .٣. ٣. ١ تبصره

از کلیت جواب هایی، چنین از (٣. ٣٠) خط ترکیب م کند، ایجاد (٣. ٢٩) جواب های
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م کند. تولید را L٠)٢, l) ،sin(nπ/l)x دنبالۀ آنجایی که تا م گرداند باز را شده داده دست

است آن م کنیم، انتخاب منف را v′′(x)/v(x) = w′(t)/kw(t) ثابت ما اینکه دلیل ‐٢

تغییر هایپربولی توابع به  مثلثات ل ش از را (٢۵ .٣) معادلۀ جواب های مثبت، ثابت که

برای باشد). موهوم λ اینکه ر (م روند کار به f گسترش برای نم توانند این ها م دهد.

راحت به منظور تنها λ مربع جواب ها، نمایش در مربع ریشه علامت استفادۀ از جلوگیری

شد. معرف

است: زیر به صورت ن هم گرمای معادلۀ بالاتر، بعد با فضاهایی در

ut = k∆u, (٣. ٣١)

دکارت مختصات در لاپلاس ر عمل Rn در متغیرهاست. فضای در لاپلاس ر عمل ∆ که

است: زیر به صورت

∆ =
∂٢

∂x٢١
+

∂٢

∂x٢٢
+ . . .+

∂٢

∂x٢n
.

مستطیل رسانای ورق ی روی زمان) به وابسته (یعن دینامی دمای توزیع .٣. ٣. ٢ مثال

زیر مرزی مقدار مسئلۀ با م شود، داشته نگه ٠ دمای در آن مرز که ،b عرض و a طول به

است. شده توصیف R٢ در گرما معادلۀ برای

ut = k(uxx + uyy), (x, y) ∈ (٠, a)× (٠, b), t > ٠,

u(٠, y, t) = u(a, y, t) = ٠, y ∈ (٠, b), t > ٠,

u(x, ٠, t) = u(x, b, t) = ٠, x ∈ (٠, a), t > ٠,
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u(x, y, ٠) = f(x, y), (x, y) ∈ (٠, a)× (٠, b),

م کنیم، استفاده ساده تری نمادهای از که

ut =
∂u

∂t
, ux =

∂u

∂x
, uxx =

∂٢u

∂x٢
, uxy =

∂٢u

∂y∂x
, uyy =

∂٢u

∂y٢
, · · · .

کنید فرض

u(x, y, t) = v(x, y).w(t)

بر تقسیم از پس شود. منجر v(x, y)w′(t) = kw(t)[vxx(u, y)+ vyy(x, y)] معادلۀ به

دارد. بستگ (x, y) به راست سمت و t به حاصل معادلۀ چپ سمت اینکه به توجه و vw

م آوریم: به دست را زیر معادله های جفت و م کنیم فرض را −λ٢ جداسازی ثابت دوباره ما

w′ + λ٢kw = ٠, (٣. ٣٢)

vxx + vyy + λ٢v = ٠. (٣. ٣٣)

است. شده حل (٣. ٢٨) نمایی تابع وسیلۀ به که است، (٢۶ .٣) همان (٣. ٣٢) معادلۀ

زین جای با ببریم. به کار (٣. ٣٣) معادلۀ برای دوباره را متغیرها جداسازی م توانیم ما

داریم: ،(٣. ٣٣) در v(x, y) = X(x)Y (y)

X ′′(x)

X(x)
=
Y ′′(y)

Y (y)
+ λ٢ = ٠,

داریم: متغیرها جداسازی با که

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
− λ٢ = −µ٢,
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است: زیر به صورت حاصل معادله های عموم جواب است. جداسازی ثابت دومین −µ٢ و

X(x) = A cosµx+B sinµx,

Y (y) = A′ cos
√
λ٢ − µ٢y +B′ sin

√
λ٢ − µ٢y.

به ازای x = a شرط از .A = A′ = ٠ با است برابر y = ٠ و x = ٠ در مرزی شرایط

نتیجه y = b شرط از و م آوریم به دست µ = µn = nπ
a

،n مثبت صحیح اعداد همۀ

که م گیریم

√
λ٢ − µ٢ =

mπ

b
, m ∈ N,

بنابراین، و

λ = λmn =

√
n٢

a٢
+
m٢

b٢
π.

م رسیم: توابع از مضاعف دنبالۀ به ما به این ترتیب

umn(x, y, t) = bmne
−kλ٢

mnt sin
nπ

a
x sin

mπ

b
y, m, n ∈ N,

م کند. صدق مرزی شرایط و گرما معادلۀ در که

م دهیم: یل تش را زیر مضاعف مجموع اولیه، شرط کارگیری به از پیش

u(x, y, t) =
∞∑

m,n=١

bmne
−kλ٢

mnt sin
nπ

a
x sin

mπ

b
y, (٣۴ .٣)

ایجاب t = ٠ در شرط اکنون م کند. برآورده مستطیل ورقۀ طرف دو در را مرزی شرط که

م کند:

f(x, y) =
∞∑

m,n=١

bmn sin
nπ

a
x sin

mπ

b
y. (٣۵ .٣)
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به عنوان را f ابتدا است، انتگرال پذیر مربع (٠, a)× (٠, b) مستطیل روی f اینکه فرض با

sin(n′π/a)xضرب با سپس م دهیم. گسترش (−a, a)×(−b, b) به y xو از فرد تابع ی

م آوریم: به دست (−a, a) روی آن از انتگرال گیری با و (٣۵ .٣) معادلۀ در

∞∑
n=١

bmn′ sin
mπ

b
y|| sin n

′π

a
x||٢ = ٢

∫ a

٠
f(x, y) sin

n′π

a
xdx.

م گیریم: نتیجه (−b, b) روی انتگرال گیری و sin(m′π/b)x ضرب با

bm′n′|| sin m
′π

b
y||٢|| sin n

′π

a
x||٢ = ۴

∫ b

٠

∫ a

٠
f(x, y) sin

n′π

a
x sin

m′π

b
ydxdy.

چون

|| sin(n′π/a)x||٢ =
∫ a

−a

sin٢(
n′π

a
x)dx = a

و

|| sin(m′π/b)y||٢ =
∫ b

−b

sin٢(
m′π

b
y)dy = b,

م شود: معین زیر رابطۀ توسط (٣۴ .٣) معادلۀ در ضرایب

bmn =
۴
ab

∫ a

٠

∫ b

٠
f(x, y) sin

nπ

a
x sin

mπ

b
ydxdy. (٣۶ .٣)

L٢ در تساوی و م شود نامیده f دوگانۀ فوریه سری ،(٣۵ .٣) معادلۀ راست سمت عبارت

مانند ،f تابع روی مناسب همواری شرایط با است. برقرار (٠, a)× (٠, b) مستطیل روی

نقطه  به نقطه تساوی ی به (٣۵ .٣) ،[٠, a]× [٠, b] روی آن جزئ مشتقات و f پیوستگ

نمایش پس م شوند. تعریف (٣۶ .٣) به وسیلۀ bmn فوریۀ ضرایب آن در که م شود تبدیل
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و (٠, a)× (٠, b) مستطیل در گرما معادلۀ مرز روی نمایش و است را هم (٣۴ .٣) سری

م کند. صدق ،t = ٠ در اولیه شرط

جواب که معناست این به ،(٣۴ .٣) و (٣. ٣٠) در نمایی تابع وجود که است گفتن

فیزی دیدگاه از این م یابد. کاهش صفر به نمایی به طور ،t −→ ∞ وقت گرما معادلۀ

و م یابد جریان پایین تر دمای با نقاط به بالاتر دمای با نقاط از گرما چون م رود، انتظار

در گرما تمام م شوند، نگهداری (مطلق) صفر در حالت هر در دامنه لبه های اینکه دلیل به

تبدیل زیر به صورت گرما معادلۀ است، t −→ ∞ وقت بنابراین م شود. خارج نهایت

م شود:

∆u = ٠,

توزیع حالت، این در که است ایستا معادلۀ ی این است. مشهور لاپلاس معادلۀ به که

به طور ول م کند. توصیف گرما منبع نداشتن صورت در دامنه ی روی را دما پایدار حالت

توسط م تواند که است حاکم ر دی فیزی زمینه های از بسیاری بر لاپلاس، معادلۀ ، کل

شود. توصیف سیال سرعت و ترواستاتی ال ، گرانش میدان های مانند پتانسیل تابع ی

شده ارائه ٣. ٣٧ تا ٣۴ .٣ تمرین های در لاپلاس معادلۀ برای مرزی مقدار مسائل از برخ

گشت. بازخواهیم معادله این به بعد فصل در است.

موج معادلۀ ٣. ٣. ٢

x = l و x = ٠ مثلاَ ثابت، نقطۀ دو بین که بی وزن و انعطاف پذیر نازک، رشته ی به اگر

خود تعادل وضعیت از سپس و شود داده کوچ عمودی جابه جایی است، شده کشیده
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در (عمودی) جابه جایی که به گونه ای شد، خواهد مرتعش طولش، امتداد در شود، خارج

بعدی ی فضای در موج معادلۀ در u(x, t) با مشخص شده ،t زمان و x نقطۀ

utt = c٢uxx, ٠ < x < l, t > ٠, (٣. ٣٧)

ارتعاشات معادله، این دارد. بستگ رشته جنس به که است مثبت ثابت ی c و م کند صدق

مرتبۀ جای به زمان مشتق که واقعیت این در تنها م کند. توصیف را ایده آل رشتۀ ی عرض

نشان ادامه در که همان طور ول دارد، اختلاف گرما معادلۀ با است، دوم مرتبۀ نخست،

هستند. متفاوت بسیار جواب ها م دهیم،

به صورت u روی مرزی شرایط

u(٠, t) = u(l, t) = ٠, t > ٠, (٣. ٣٨)

به صورت اولیه شرایط و

u(x, ٠) = f(x), ut(x, ٠) = ٠, ٠ < x < l, (٣. ٣٩)

است، لازم اولیۀ شرط دو اینجا در است. اولیه سرعت ٠ و رشته اولیه ل ش f(x) است.

است. دوم مرتبۀ موج معادلۀ در زمان مشتق چون

داریم: u(x, t) = v(x)w(t) با متغیرها، جداسازی از استفاده با دوباره

v′′(x)

v(x)
=

w′(t)

c٢w(t)
= −λ٢.

ازاین رو،

v′′(x) + λ٢v(x) = ٠, ٠ < x < l,
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w′(t) + c٢λ٢w(t) = ٠. t > ٠,

هستند: زیر به صورت بالا معادله های جواب های که

v(x) = a cosλx+ b sinλx,

w(t) = a′ cos cλt+ b′ sin cλt.

، λ = nπ/l و a = ٠ که م کند ایجاب مرزی شرایط گرما، معادلۀ درمورد که همان  گونه

دنبالۀ در تابع هر ازاین رو، ،n ∈ N

un(x, t) = (an cos
cnπ

l
t+ bn sin

cnπ

l
t) sin

nπ

l
x, n ∈ N,

برهم اصل (با بنابراین، م کند. صدق x = l و x = ٠ در مرزی شرایط و موج معادلۀ در

داریم: ( نه

u(x, t) =
∞∑
n=١

(an cos
cnπ

l
t+ bn sin

cnπ

l
t) sin

nπ

l
x. (۴٣. ٠)

که م کند ایجاب اولیه شرط نخستین

∞∑
n=١

an sin
nπ

l
x = f(x), ٠ < x < l.

که م گیریم نتیجه ،٧ نتیجۀ از دوباره است، هموار قطعه  به قطعه f اینکه فرض با

an =
٢
l

∫ l

٠
f(x) sin

nπ

l
xdx. (۴٣. ١)

است: قرار این از اولیه شرط دومین

∞∑
n=١

cnπ

l
bncos

cnπ

l
t = ٠, ٠ < x < l.
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.bn = ٠ nها، همۀ به ازای ازاین رو،

به صورت (٣. ٣٩) و (٣. ٣٨) داده شدۀ اولیۀ و مرزی شرایط با (٣. ٣٧) موج معادلۀ جواب

است: زیر

u(x, t) =
∞∑
n=١

an cos
cnπ

l
t sin

nπ

l
x (۴٣. ٢)

سرعت با رشته اگر مثال، برای م شود. تعیین (۴٣. ١) فوریۀ ضرایب فرمول توسط an که

تابع توسط توصیف شده اولیۀ

ut(x, ٠) = g(x),

به صورت اولیه شرط به وسیلۀ (۴٣. ٠) در bn ضرایب شود، آزاد

∞∑
n=١

cnπ

l
bn sin

cnπ

l
x = g(x)

به طوری که م شوند، تعیین

bn =
٢
cnπ

∫ l

٠
g(x) sin

cnπ

l
xdx.

توصیف (۴٣. ٢) سری توسط که همان طور رشته، ارتعاشات ونه چ که باشید داشته توجه

معادلۀ که دلیل این به م یابد؛ ادامه است، t −→ ∞ وقت نامحدود به طور است، شده

نظر در رشته در را داخل اک اصط یا هوا مقاومت مانند انرژی اتلاف هیچ ،(٣. ٣٧) موج

صفر به ،t −→ ∞ وقت که است گرما معادلۀ از (٣. ٣٠) جواب با تضاد در این نم گیرد.

موج معادلۀ که ،٣. ٣٢ تمرین در است، شده داده توضیح بالا در که همان گونه م کند. میل



مرزی١٩۵ مقدار مسائل ٣. ٣

است. متفاوت وضعیت دارد، هوا مقاومت از ناش اک اصط ی

تمرین ها

حل را گرما معادلۀ مرزی مقدار مسائل از هری متغیرها، جداسازی از استفاده با .٣. ٢٧

کنید.

ut = uxx, ٠ < x < π, t > ٠, الف)

u(٠, t) = u(π, t) = ٠, t > ٠,

u(x, ٠) = sin٣x, ٠ < x < π.

ut = kuxx, ٠ < x < ٣, t > ٠, ب)

u(٠, t) = ux(٢, t) = ٠, t > ٠,

u(x, ٠) = sinπ
٢x− sin۵π

۶ x.

است، شده عایق بندی انتهایی نقطه که است معن این به نوار انتهای در ux = ٠ شرط

ندارد. وجود آن طریق از گرمایی جریان هیچ به طوری که

دست در ر دی طرف در T١ و طرف ی در T٠ ثابت دمای با l طول به نواری اگر .٣. ٢٨

با است برابر مرزی مقدار مسئلۀ باشیم، داشته

ut = kuxx, ٠ < x < l, t > ٠,

u(٠, t) = T٠, u(l, t) = T١, t > ٠,

u(x, ٠) = f(x), ٠ < x < l.



فوریه ١٩۶سری های

u(x, t) = که کنید فرض راهنمایی: آورید. به دست را u(x, t) دستگاه، این حل با

v(٠, t) = v(l, t) = ٠ ن هم مرزی شرایط و گرما معادلۀ در v که ،v(x, t) + ψ(x)

م کند. صدق

کنید. حل موج معادلۀ برای را زیر مرزی مقدار مسئلۀ .٣. ٢٩

utt = uxx, ٠ < x < π, l > ٠,

u(٠, t) = u(l, t) = ٠ t > ٠,

u(x, ٠) = x(l − x), ut(x, ٠) = ٠, ٠ < x < l.

شود، داده g(x) اولیۀ سرعت اگر را ٣. ٣. ٢ بخش در بحث مورد رشتۀ ارتعاشات .٣. ٣٠

کنید. تعیین

utt = c٢uxx, ٠ < x < π, t > ٠,

u(٠, t) = u(l, t) = ٠ t > ٠,

u(x, ٠) = f(x), ut(x, ٠) = g(x), ٠ < x < l.

آلمبرت١ دی فرمول توسط م توان را جواب که دهید نشان

u(x, t) =
١
٢
[f̃(x+ ct) + f̃(x− ct)] +

١
٢c

∫ x+ct

x−ct

g̃(τ)dτ,

است. R به (٠, l) از g و f فرد متناوب گسترش به ترتیب g̃ و f̃ که داد نمایش

و x = ٠ بین کشیده شده رشتۀ ی ارتعاشات شود، گرفته نظر در گرانش اگر .٣. ٣١
1d’Alembert’s formula



مرزی١٩٧ مقدار مسائل ٣. ٣

است. گرانش شتاب ثابت g که م شود اداره utt = c٢uxx − g معادلۀ توسط x = l

ن هم اولیۀ شرایط و u(٠, t) = u(l, t) = ٠ ن هم مرزی شرایط با را ارتعاشات این

کنید. تعیین u(x, ٠) = ut(x, ٠) = ٠

معادلۀ نتیجۀ باشد، آن سرعت با متناسب ارتعاش رشتۀ ی به هوا مقاومت اگر .٣. ٣٢

به صورت میرا موج

utt + kut = c٢uxx

٠ < ، u(x, ٠) = ١ رشتۀ اولیۀ ل ش که کنید فرض است. ثابت عددی k آن در که

همۀ برای را آن بعدی ل ش است. شده خارج تعادل وضعیت از آن و است x < ١٠

کنید. تعیین ن هم مرزی شرایط با (x, t) ∈ (٠, ١٠)× (٠,∞)

دستگاه کم به است، ثابت مرزش امتداد در که مستطیل غشای ی ارتعاشات .٣. ٣٣

است: شده توصیف زیر معادلات

utt = c٢(uxx + uyy), ٠ < x < a, ٠ < y < b, t > ٠,

u(٠, y, t) = u(a, y, t) = ٠, ٠ < y < b, t > ٠,

u(x, ٠, t) = u(x, b, t) = ٠, ٠ < x < a, t > ٠,

u(x, y, ٠) = f(x, y), ut(x, y, ٠) = g(x, y), ٠ < x < a, ٠ < y < b.

کنید. حل ،t > ٠ هر به ازای (٠, a)× (٠, b) مستطیل در را معادلات دستگاه این

u(٠, y) = شرایط با (٠, a) × (٠, b) مستطیل در را لاپلاس معادلۀ جواب .٣۴ .٣

روی uy(x, b) = g(x) ،u(x, ٠) = f(x) و ٠ < y < b روی u(a, y) = ٠



فوریه ١٩٨سری های

کنید. تعیین ٠ < x < a

کنید. حل را زیر مرزی مقدار مسئلۀ .٣۵ .٣

uxx + uyy = ٠ ٠ < x < ١, ٠ < y < ١

u(٠, y) = ux(١, y) = ٠, ٠ < y < ١,

u(x, ٠) = ٠, u(x, ١) = sin
٣π
٢
x.

کنید. حل را زیر مرزی مقدار مسئلۀ .٣۶ .٣

uxx + uyy = ٠ ٠ < x < π,

ux(٠, y) = ux(π, y) = ٠, ٠ < y < π,

uy(x, ٠) = cosx, uy(x, π) = ٠, ٠ < x < π.

است: شده داده زیر به صورت (r, θ) قطبی مختصات در لاپلاس معادلۀ .٣. ٣٧

urr +
١
r
ur +

١
r٢
uθθ = ٠.

R٢ در معادله این جواب های که دهید نشان متغیرها جداسازی از استفاده با الف)

است: زیر به صورت

un(r, θ) =

{
a٠ + d٠ log r, n = ٠
(rn + dnr

−n)(an cosnθ + bn sinnθ), n ∈ N,

u(r, θ + ٢π) = u(r, θ) از راهنمایی: هستند. انتگرال گیری ثابت های dn و bn ،an که

کنید. استفاده



مرزی١٩٩ مقدار مسائل ٣. ٣

یل تش u(r, θ) =
∑∞

n=٠ un(r, θ) به صورت را لاپلاس معادلۀ عموم جواب ب)

u(R, θ) = f(θ) که r = R دایرۀ داخل در معادله جواب که دهید نشان سپس دهید،

توسط

u(r, θ) = A٠ +
∞∑
n=١

(
r

R
)n(An cosnθ +Bn sinnθ),

فوریۀ ضرایب Bn و An و م کند صدق م شود، داده ٠ ≤ θ ≤ ٢π ،r ≥ R هر به ازای

هستند. f

شرایط همان با r = R دایره بیرون قطبی مختصات در را لاپلاس معادلۀ جواب پ)

کنید. تعیین u(R, θ) = f(θ)



فوریه ٢٠٠سری های



۴ فصل

متعامد چندجمله ای های

ویژه شان توابع که را منفرد اشتروم‐لیوویل مسائل از رایج مثال سه ما فصل، این در

انتخاب ی با ویژه، توابع از مجموعه هر م گیریم. نظر در هستند، حقیق چندجمله ای های

ویژۀ مقدار معادلۀ در ضرایب از خاص

(pu′)′ + ru+ λρu = ٠, (١ .۴)

معادلۀ حالت ها، همۀ در م شود. تولید a < x < b فاصلۀ از و

p(u′v − uv′)|ba = ٠, (٢ .۴)

باشد. برقرار v و u ویژۀ توابع از جفت هر توسط باید

منفرد اشتروم‐لیوویل مسئلۀ ویژۀ توابع از کامل مجموعۀ ی {φn : n ∈ N٠} اگر

تابع هر توسیع برای م تواند (φn) دنبالۀ م شود، متعامد و کامل L٢
p(a, b) در آن گاه باشد،

فرمول توسط ،f ∈ L٢
p(a, b)

f(x) =
∞∑
n=٠

〈f, φn〉ρ
||φn||٢ρ

φn(x) (٣ .۴)



متعامد ٢٠٢چندجمله ای های

تابع ی نمایش برای cosnx یا sinnx مثلثات توابع که روش به همان شود؛ استفاده

،r(x) = ٠ ،p(x) = ١ انتخاب با م توانیم ما بنابراین، شد. استفاده L٠)٢, π) در

برسیم. فوریه سری تعمیم ی به ،(١ .۴) معادلۀ در (a, b) = (٠, π) و ρ(x) = ١

و است f از تعمیم یافته فوریۀ سری به عنوان (٣ .۴) معادلۀ راست سمت درنتیجه،

cn =
〈f, ϕn〉ρ
||ϕn||٢ρ

, n ∈ N٠,

هستند. f تعمیم یافتۀ فوریۀ ضرایب

ی f اگر م رود. به کار تعمیم یافته فوریۀ سری برای نیز ۴ .٣. ٢ قضیۀ با متناظر نتیجۀ

و باشد (a, b) روی هموار قطعه به قطعه تابع

cn =
١

||φn||٢ρ

∫ b

a

f(x)φn(x)ρ(x)dx,

سری آن گاه

S(x) =
∞∑
n=٠

cnφn(x)

از فراتر نتیجه، این کل اثبات م شود. را هم ١
٢ [f(x

+) + f(x−)] به x ∈ (a, b) هر در

البته م شود. یافت [۵] در موضوع این با مرتبط منابع برخ ول است، بحث این محدودۀ

متعامد پایۀ ی برای بود، مثلثات توابع مختص که ،R در تناوبی ویژگ که نم رود انتظار

باشد. برقرار کل



لژاندر٢٠٣ چندجمله ای های ١ .۴

لژاندر چندجمله ای های ١ .۴

معادلۀ

(١− x٢)u′′ − ٢xu′ + λu = ٠, − ١ < x < ١, (۴ .۴)

شد. نامیده لژاندر معادلۀ (١٨٣٣‐ ١٧۵٢م.) لژاندر ام. ای، فرانسوی ریاض دان از پس

این علت به منفردبودن است. منفرد اشتروم‐لیوویل مسئلۀ مثال های ساده ترین از ی این

بازنویس با م شود. صفر x = ±١ انتهایی نقاط در p(x) = ١ − x٢ که است واقعیت

معادل به صورت (۴ .۴) معادلۀ

u′′ − ٢x
١− x٢

u′ +
λ

١− x٢
u = ٠, (۵ .۴)

سری ی با م توان را معادله جواب و هستند تحلیل (−١, ١) بازۀ در ضرایب که م بینیم

قراردادن با داد. نمایش x = ٠ نقطۀ حول توان

u(x) =
∞∑
k=٠

ckx
k, − ١ < x < ١, (۶ .۴)

م آوریم: به دست لژاندر، معادلۀ در جای گذاری با و

(١− x٢)
∞∑
k=٢

k(k − ١)ckxk−٢ − ٢
∞∑
k=١

kckx
k + λ

∞∑
k=٠

ckx
k = ٠

∞∑
k=٠

[(k + ٢)(k + ١)ck+٢ + (λ− k٢ − k)ck]x
k = ٠,

که

ck+٢ =
k(k + ١)− λ

(k + ١)(k + ٢)
ck. (٧ .۴)



متعامد ٢٠۴چندجمله ای های

ck ثابت های که است (۶ .۴) توان سری ضرایب برای بازگشت فرمول ی ،(٧ .۴) معادلۀ

با ی مستقل، توان سری جواب دو و م کند بیان c١ و c٠ برحسب k ≥ ٢ هر به ازای را

م دهد. نتیجه را فرد توان های با ری دی و x زوج توان های

م دهد: ننیجه (٧ .۴) بازگشت رابطۀ باشد، n ∈ N٠ که ،λ = n(n+ ١) اگر

٠ = cn+٢ = cn+۴ = cn+۶ = · · · ,

(٧ .۴) رابطۀ حالت، این در است. چندجمله ای جواب ها، از ی که م گیریم نتیجه آن گاه و

است: زیر ل ش به

ck+٢ =
k(k + ١)− n(n+ ١)

(k + ١)(k + ٢)
ck =

(k − n)(k + n+ ١)
(k + ١)(k + ٢)

ck. (٨ .۴)

داریم: دلخواه، c١ و c٠ با بنابراین،

c٢ = −n(n+ ١)
٢!

c٠, c٣ = −(n− ١)(n+ ٢)
٣!

c١,

c۴ = −n(n− ٢)(n+ ١)(n+ ٣)
۴!

c٠, c۵ = −(n− ٣)(n− ١)(n+ ٢)(n+ ۴)
۵!

c١,

... ...

م آید: به دست زیر به صورت لژاندر معادلۀ جواب و

u(x) = c٠

[
١− n(n+ ١)

٢!
x٢ +

n(n− ٢)(n+ ١)(n+ ٣)
۴!

x۴ + · · ·
]
+

c١

[
x− (n− ١)(n+ ٢)

٣!
x٣ +

(n− ٣)(n− ١)(n+ ٢)(n+ ۴)
۵!

x۵ + · · ·
]

= c٠u٠(x) + c١u١(x),



لژاندر٢٠۵ چندجمله ای های ١ .۴

اول هستند. خط مستقل و م شوند را هم (−١, ١) در u١(x) و u٠(x) توان سری که

است. فرد تابع دوم و زوج تابع

به دست زیر به صورت خط مستقل جواب جفت ی ،n ∈ N٠ هر به ازای بنابراین،

م آوریم:

n = ٠, u٠(x) = ١

u١(x) = x+
١
٣
x٣ +

١
۵
x۵ + · · · ,

n = ١, u٠(x) = ١− x٢ − ١
٣
x۴ + · · ·

u١(x) = x,

n = ٢, u٠(x) = ١− ٣x٢

u١(x) = x− ٢
٣
x٣ − ١

۵
x۵ + · · · ,

n = ٣, u٠(x) = ١− ۶x٢ + ٣x۴ + · · ·

u١(x) = x− ۵
٣
x٣,

....

راست. هم (−l, l) در که نامتناه توان سری ری دی و است چندجمله ای آنها از ی

به صورت م تواند که چندجمله ای جواب اساساً

anx
n + an−٢x

n−٢ + an−۴x
n−۴ + · · · . (٩ .۴)

عدد به بسته که است n درجۀ از چندجمله ای ی این دارد. اهمیت ما برای شود، نوشته

به صورت که چندجمله ای در توان بالاترین ضریب تعریف با است. فرد یا زوج ،n صحیح



متعامد ٢٠۶چندجمله ای های

م شود: نوشته زیر

an =
(٢n)!
٢n(n!)٢

=
١.٣.۵...(٢n− ١)

n!
, (١٠ .۴)

م شود. داده نمایش Pn(x) با و م شود نامیده n درجۀ از لژاندر چندجمله ای بالا، عبارت

Pn(١) = nها، همۀ به ازای که م دهیم نشان بعد بخش در انتخاب، این از نتیجه ی به عنوان

م شوند: تعیین زیر به صورت (٨ .۴) بازگشت رابطۀ به  توجه با (٩ .۴) در ر دی ضرایب .١

an−٢ = − n(n− ١)
٢)٢n− ١)

an

= − n(n− ١)(٢n)!
٢)٢n− ٢(١n(n!)٢

= − (٢n− ٢)!
٢n(n− ١)!(n− ٢)!

,

an−۴ = −(n− ٢)(n− ٣)
۴(٢n− ٣)

an−٢

=
(٢n− ۴)!

٢n٢!(n− ٢)!(n− ۴)!
...

an−٢k = (−١)k (٢n− ٢k)!
٢nk!(n− k)!(n− ٢k)!

, n ≥ ٢k,

با باشد، زوج n اگر ،Pn در ضریب آخرین م رسیم. برابری آخرین به k روی استقرا با که

a٠ = (−١)n/٢ n!

٢n(n/٢)!(n/٢)!
,

با باشد، فرد n اگر و

a١ = (−١)(n−١)/٢ (n+ ١)!
٢n(n−١

٢ )!(n+١
٢ )!

,



لژاندر٢٠٧ چندجمله ای های ١ .۴

م رسیم: زیر n درجۀ از لژاندر چندجمله ای به ما بنابراین، م شود. تعیین

Pn(x) =
١
٢n

[n/٢]∑
k=٠

(−١)k (٢n− ٢k)!
k!(n− k)!(n− ٢k)!

xn−٢k, (١١ .۴)

باشد، فرد n اگر و n/٢ باشد، زوج n اگر یعن است. n/٢ صحیح جزء [n/٢] که

را ١ .۴ ل (ش است زیر به صورت لژاندر نخست چندجمله ای شش است. (n − ٢/(١

ببینید):

P٠(x) = ١, P١(x) = x,

P٢(x) =
١
٢
(٣x٢ − ١), P٣(x) =

١
٢
(۵x٣ − ٣x),

P۴(x) =
١
٨
(٣۵x۴ − ٣٠x٢ + ٣), P۵(x) =

١
٨
(۶٣x۵ − ٧٠x٣ + ١۵x).

لژاندر چندجمله ای های :١ .۴ ل ش



متعامد ٢٠٨چندجمله ای های

بازۀ در که است نامتناه سری ی ،Qn لژاندر تابع به معروف لژاندر، معادلۀ ر دی جواب

درجۀ از لژاندر تابع ببینید). را ۴ .٣ (تمرین م شود واگرا آن خارج در و را هم (−١, ١)

با n = ٠

Q٠(x) = x+
١
٣
x٣ +

١
۵
x۵ + · · ·

=
١
٢
log(

١+ x

١− x
).

م شود. بی کران تابع کند، میل ±١ سمت به (−١, ١) بازۀ داخل از x وقت م شود. معین

لژاندر ر دی توابع همچنین، .( ۴ .۴ و ۴ .٣ (تمرین های است صادق نیز Q١(x) برای این

ویژۀ توابع تنها هستند. منفرد (−١, ١) بازۀ انتهایی نقاط در که داد نشان م توان را Qn

P (x) = با هستند. Pn لژاندر چندجمله ای های هستند، کران دار ±١ در که لژاندر معادلۀ

است. برقرار (٢ .۴) شرط ،x = ±١ در ١− x٢ = ٠

دیفرانسیل ر عمل بنابراین،

− d

dx
[(١− x٢)

d

dx
]

میل بی نهایت به λn = n(n + ١) آن ویژۀ مقادیر است. خودالحاق لژاندر، معادلۀ در

٨ .۴ .٢ قضیۀ به  توجه با ،Pn لژاندر چندجمله ای یعن ،L١−)٢, ١) در آن ویژۀ توابع م کندو

بعدی بخش در مستقیم به طور را Pn متعامدبودن است. متعامد و کامل L١−)٢, ١) در

م کنیم. بررس



لژاندر٢٠٩ چندجمله ای های ١ .۴

تمرین ها

م کند. صدق لژاندر معادلۀ در است، n = ۴ و n = ٣ وقت که Pn کنید بررس .١ .۴

بیرون چندجمله ای های از متعامد مجموعۀ ی ساخت برای گرام‐اشمیت روش از .٢ .۴

مستقل مجموعۀ از

{١, x, x٢, x٣, x۴, x۵ : −١ ≤ x < ١}

P۴(x) ،P٣(x) ،P٢(x) ،P١(x) ،P٠(x) لژاندر چندجمله ای های با را نتیجه کنید. استفاده

وجود چندجمله ای ها از مجموعه دو بین خط رابطۀ که دهید نشان و کنید مقایسه P۵(x) و

دارد.

توان سری برای رایی هم بازۀ ی (−١, ١) که کنید ثابت نسبت آزمون از استفاده با .٣ .۴

x = ±١ در Q٠(x) تکین های که دهید نشان م کند. تعریف را Qn لژاندر تابع که است

وقت حال که در نم کند، صفر x = ±١ در را (١− x٢)Q′
٠(x) ضرب که است به گونه ای

،u = Q٠ وقت (٢ .۴) مرزی شرط ازاین رو، .(١ − x٢)Q٠(x) −→ ٠ ،x −→ ±١

نیست. برقرار است، [−١, ١] روی هموار تابع ی v و P (x) = (١− x٢)

که کنید ثابت .۴ .۴

Q١(x) = ١− x

٢
log(

١+ x

١− x
).

،n ∈ N٠ هر به ازای که کنید ثابت .۵ .۴

Pn(−x) = (−١)nPn(x),

P٢n+(٠)١ = ٠,



متعامد ٢١٠چندجمله ای های

P٢n(٠) = (−١)n (٢n− ٢)(١n− ٣) · · · (٣)(١)
(٢n)(٢n− ٢) · · · (۴)(٢)

.

معادلۀ به لژاندر معادلۀ u(cos θ) = y(θ) و x = cos θ جای گذاری با که دهید نشان .۶ .۴

م شود: تبدیل زیر

sin θ
d٢y

dθ٢
+ cos θ

dy

dx
+ n(n+ ١) sin θy = ٠,

کنید. توجه معادله این در sin θ وزن تابع نمایش به .٠ ≤ θ ≤ π که

لژاندر چندجمله ای های ویژگ های ٢ .۴

بنویسیم: م توانیم ،n مثبت صحیح عدد هر به ازای

(x٢ − ١)n =
n∑

k=٠

(−١)k n!

k!(n− k)!
x٢n−٢k

=

[n/٢]∑
k=٠

(−١)k n!

k!(n− k)!
x٢n−٢k

+
n∑

k=[n/٢]+١

(−١)k n!

k!(n− k)!
x٢n−٢k. (١٢ .۴)

چون

k = [n/٢] + ١ =

{
n/٢+ ١ باشد زوج n اگر
n/٢+ ١/٢ باشد فرد n اگر

م شود: نتیجه

٢n− ٢([n/٢] + ١) =

{
n− ٢ باشد زوج n اگر
n− ١ باشد فرد n .اگر



لژاندر٢١١ چندجمله ای های ویژگ های ٢ .۴

nام مشتق با است. n از کمتر همه (١٢ .۴) معادلۀ دوم سمت در x توان های که معنا این به

داریم: معادله طرف دو از گرفتن

dn

dxn
(x٢ − ١)n =

dn

dxn

[n/٢]∑
k=٠

(−١)k n!

k!(n− k)!
x٢n−٢k

= n!

[n/٢]∑
k=٠

(−١)k (٢n− ٢k) · · · (n+ ١− ٢k)
k!(n− k)!

xn−٢k

= n!

[n/٢]∑
k=٠

(−١)k (٢n− ٢k)!
k!(n− k)!(n− ٢k)!

xn−٢k.

و م رسیم لژاندر چندجمله ای های برای ز رودری فرمول به ،(١١ .۴) با رابطه این مقایسۀ با

Pn(x) =
١

٢nn!
dn

dxn
(x٢ − ١)n, (١٣ .۴)

فراهم زیر به صورت را اول چندجمله ای های از تعدادی تولید برای مناسب روش ی که

م کند:

P٠(x) = ١,

P١(x) =
١
٢
dn

dxn
(x٢ − ١) = x,

P٢(x) =
١
٨
dn

dxn
(x٢ − ٢(١ =

١
٢
(٣x٢ − ١), · · · .

و لژاندر چند جمله ای های به مربوط اتحادهای از برخ استخراج برای م تواند همچنین

مانند: شود، استفاده آن مشتقات

P ′
n+١(x)− P ′

n−١(x) = (٢n+ ١)Pn(x), (١۴ .۴)

(n+ ١)Pn+١(x) + nPn−١(x) = (٢n+ ١)xPn(x) n ∈ N(١۵ .۴)



متعامد ٢١٢چندجمله ای های

م شود. واگذار تمرین به عنوان که

L١−)٢, ١) در لژاندر چندجمله ای های متعامدبودن اثبات برای ز رودری فرمول از اکنون

با .٠ ≤ m < n به طوری که هستند، صحیح عدد دو n ،m کنید فرض م کنیم. استفاده

داریم: جزءبه جزء، انتگرال گیری از ∫استفاده ١

−١
Pn(x)x

mdx =
١

٢nn!

∫ ١

−١
xm

dn

dxn
(x٢ − ١)ndx

=
١

٢nn!

[
xm

dn−١

dxn−١ (x
٢ − ١)n

∣∣∣١
−١

−m

∫ ١

−١
xm−١ d

n−١

dxn−١ (x
٢ − ١)ndx

]
=

−m
٢nn!

xm−١ d
n−٢

dxn−٢ (x
٢ − ١)n

∣∣∣١
−١

+
m(m− ١)

٢nn!

∫ ١

−١
xm−٢ d

n−٢

dxn−٢ (x
٢ − ١)ndx.

و م شوند صفر x = ±١ در n از کمتر مرتبۀ از (x٢ − ١)n مشتقات همۀ که کنید توجه

داریم: mام گام در پایان، در جزءبه جزء، انتگرال گیری روند تکرار ∫با ١

−١
Pn(x)x

mdx =
(−١)mm!

٢nn!
dn−m−١

dxn−m−١ (x
٢ − ١)n

∣∣∣١
−١

= ٠,

متعامد m < n هر به ازای xm با Pn که م بینیم بنابراین، .٠ ≤ n−m− ١ < n چون

از استفاده با بنابراین، .Pn ⊥ Pm ،m < n همۀ به ازای که است آن معنای به این است.

،m 6= n همۀ به ازای که م گیریم نتیجه تقارن

〈Pn, Pm〉 = ٠.

داریم: م کنیم. استفاده (١٣ .۴) فرمول از ر دی بار ،||Pn|| ارزیابی برای

||Pn||٢ =
∫ ١

−١
P ٢
n(x)dx =

١
٢٢n(n!)٢

∫ ١

−١
y(n)(x)y(n)(x)dx, (١۶ .۴)



لژاندر٢١٣ چندجمله ای های ویژگ های ٢ .۴

داریم جزءبه جزء انتگرال گیری با .y(x) = (x٢ − ١)n که

∫ ١

−١
y(n)(x)y(n)(x)dx = −

∫ ١

−١
y(n−١)(x)y(n+١)(x)dx

= · · ·

= (−١)n
∫ ١

−١
y(x)y(٢n)(x)dx

= (−١)n(٢n)!
∫ ١

−١
y(x)dx, (١٧ .۴)

(−١)n
∫ ١

−١
(x٢ − ١)ndx =

∫ ١

−١
(١− x)n(١+ x)ndx

=
n

n+ ١

∫ ١

−١
(١− x)n−١)١+ x)n+١dx

= · · ·

=
n!

(n+ ١) · · · (٢n)

∫ ١

−١
(١+ x)٢ndx

=
(n!)١)٢+ x)٢n+١

(٢n)!(٢n+ ١)

∣∣∣١
−١

=
(n!)٢٢٢n+١

(٢n)!(٢n+ ١)
. (١٨ .۴)

م آوریم: به دست ،(١٨ .۴) تا (١۶ .۴) معادله های ترکیب با

||Pn|| =
√

٢
٢n+ ١

, n ∈ N٠,

چندجمله ای های دنبالۀ ازین رو، و

١√
٢
P٠(x),

√
٣
٢
P١(x),

√
۵
٢
P٣(x), · · · ,

√
٢n+ ١

٢
Pn(x), · · · ,



متعامد ٢١۴چندجمله ای های

برخلاف ،||Pn|| ونه چ که کنید توجه است. L١−)٢, ١) در کامل متعامد دستگاه ی

صفر به م کند، میل n −→ ∞ وقت و است وابسته n به ،|| cosnx|| و || sinnx||

م گراید.

تابع چون .٢. ١ .۴ مثال

f(x) =

{
٠, −١ < x < ٠
١, ٠ < x ≤ ١

فوریه‐ سری به وسیلۀ L١−)٢, ١) در را آن م توان است، انتگرال پذیر مربع (−١, ١) روی

لژاندر

f(x) =
∞∑
n=٠

cnPn(x),

به صورت ،(٣ .۴) توسیع به فرمول توجه با cn فوریه‐لژاندر ضرایب که داد نمایش

cn =
〈f, Pn〉
||Pn||٢

=
٢n+ ١

٢

∫ ١

٠
Pn(x)dx.

لژاندر ضرایب cn و م شود گفته لژاندر سری نیز
∑
cnPn(x) سری به م شود. مشخص

بنابراین، م دهد. نشان را آن

f(x) =
١
٢
P٠(x) +

٣
۴
P١(x)−

٧
١۶
P٣(x) + · · · . (١٩ .۴)

آنجایی که تا م کنید مشاهده

f(x)− ١
٢
P٠(x) = f(x)− ١

٢
=

{
−١/٢, −١ < x < ٠
١/٢, ٠ < x < ١,



لژاندر٢١۵ چندجمله ای های ویژگ های ٢ .۴

نم شود. شامل را P٠ به جز زوج چندجمله ای هیچ f لژاندر سری نمایش است، فرد تابع ی

برابر x = ٠ در (١٩ .۴) راست سمت ،Pn(٠) = ٠ فرد، n هر به ازای چون این، بر افزون

با است

١
٢
P(٠)٠ =

١
٢
=

١
٢
[f(٠+) + f(٠−)],

است. سازگار شد، اشاره فصل این آغاز در که ۴ .٣. ٢ قضیۀ تعمیم یافته نسخه با که

که معنا این به شده اند، تولید (٢−١xt+ t١/٢−(٢ تابع توسط لژاندر چندجمله ای های

١√
١− ٢xt+ t٢

=
∞∑
n=٠

Pn(x)t
n |t| < ١, |x| ≤ ١. (٢٠ .۴)

چپ سمت ،[−١, ١] در x ثابت نقطۀ هر برای که م شویم یادآور اتحاد این اثبات برای

م دهیم نشان که است (−١, ١) در t از تحلیل تابع ی (٢٠ .۴) معادلۀ

f(t, x) =
∞∑
n=٠

an(x)t
n, |t| < ١. (٢١ .۴)

م کند: صدق زیر دیفرانسیل معادله در تابع این

(١− ٢xt+ t٢)
∂f

∂t
= (x− t)f. (٢٢ .۴)

م آوریم: به دست را زیر بازگشت رابطۀ ،(٢٢ .۴) در (٢١ .۴) سری نمایش جای گذاری با

(n+ ١)an+١(x) + nan−١(x) = (٢n+ ١)xan(x), n ∈ N٠,

سری بسط در نخست ضرایب دو است. Pn و Pn−١ ،Pn+١ بین (١۵ .۴) رابطۀ همان که

هستند: زیر به صورت (١− ٢xt+ t١/٢(٢ تیلور

a٠(x) = ١ = P٠(x), a١(x) = x = P١(x),



متعامد ٢١۶چندجمله ای های

.an(x) = Pn(x) ،n ∈ N٠ هر به ازای که م گیریم نتیجه بنابراین،

م آوریم: به دست ،(٢٠ .۴) رابطۀ در x = −١ و x = ١ قراردادن با

∞∑
n=٠

Pn(١)tn =
١√

١− ٢xt+ t٢
=

١
١− t

=
∞∑
n=٠

tn,

∞∑
n=٠

Pn(−١)tn =
١

١+ ٢xt+ t٢
=

١
١+ t

=
∞∑
n=٠

(−١)ntn.

،n ∈ N٠ هر به ازای ازاین رو،

Pn(١) = ١, Pn(−١) = (−١)n.

تمرین ها

که یرید ب نتیجه آن گاه کنید، اثبات را (١۴ .۴) اتحاد رز، رودری فرمول از استفاده با .٧ .۴

∫ x

±١
Pn(t)dt =

١
٢n+ ١

[Pn+١(x)− Pn−١(x)],∫ ١

−١
Pn(t)dt = ٠, ∀n ∈ N.

کنید. ثابت را (١۵ .۴) اتحاد .٨ .۴

به دست نتیجه (٢١ .۴) معادلۀ از (٢٢ .۴) معادلۀ ونه چ که دهید نشان جزئیات با .٩ .۴

م دهند. نشان را an بازگشت رابطۀ معادله، دو این ونه چ و م آید

آن گاه ،٠ ≤ r < ١ اگر دهید نشان .١٠ .۴

١
|١− reiθ|

=
∞∑
n=٠

Pn(cos θ)r
n.



لژاندر٢١٧ چندجمله ای های ویژگ های ٢ .۴

r = به طوری که باشند، R٣ در غیرصفر بردارهای y و x اگر که م گیریم نتیجه این رو، از

آن گاه باشد، آنها بین زاویۀ θ و ||x||
||y|| < ١

١
||y − x||

=
١

||y||

∞∑
n=٠

Pn(cos θ)r
n.

آن گاه باشد، ||y|| = ١ اگر به ویژه،

١
||y − x||

=
∞∑
n=٠

Pn(cos θ)||x||n.

آنها بین گرانش پتانسیل آن گاه باشد، داشته قرار y و x در (جسم) جرم دو اگر بنابراین،

ضربی) ثابت ی (با Pn(cos θ) ضرایب با ||x|| برحسب توان سری ی با است ن مم

شود. داده نشان

دهید. توسعه لژاندر چندجمله ای حسب بر را زیر توابع از هری .١١ .۴

.f(x) = ١− x٣ − ١ ≤ x ≤ ١ الف)

.f(x) = |x| − ١ ≤ x ≤ ١ ب)

کنید. محاسبه (ب) در را (n = ۵ تا n = ٠) نخست جملۀ شش

که کنید ثابت (١۵ .۴) معادلۀ از استفاده با .١٢ .۴

n||Pn||٢ = (٢n− ١) < xPn−١, Pn >,

n||Pn−٢||١ = (٢n+ ١) < xPn, Pn−١ >,



متعامد ٢١٨چندجمله ای های

.||Pn||٢ = ٢
٢n+١ که یرید ب نتیجه آن از و

تابع .١٣ .۴

f(x) =

{
−١, −١ < x < ٠
١, ٠ < x < ١

را ضرایب ،٧ .۴ تمرین فرمول های از استفاده با دهید. توسعه لژاندر سری ی برحسب را

و f(٠+) مقدارهای میانگین با و کنید محاسبه x = ٠ در را سری مقدار کنید. تعیین

کنید. مقایسه f(٠−)

زوج درجۀ چندجمله ای ی که ،[٠, ١] در f(x) = x تابع لژاندر سری بسط دو .١۴ .۴

تابع برای را روند است؟ معتبر x = ٠ در بسط آیا دهید. ارائه باشد، فرد درجۀ ری دی و

کنید. تکرار [٠, ١] روی f(x) = ١

لاگر و هرمیت چندجمله ای های ٣ .۴

هرمیت چندجمله ای های ٣. ١ .۴

(معادلۀ معین دیفرانسیل معادله جواب های از مجموعه ی به عنوان لژاندر چندجمله ای های

روش همان از م توان هرمیت، چندجمله ای های تعریف برای است. تعریف شده لژاندر)

به را آنها و م کنیم شروع چندجمله ای ها این تعریف با کار، این به جای ول کرد؛ استفاده

گسترش طبیع ترتیب م کنیم. تحدید م کنند، صدق آن  در که هرمیت) (معادلۀ معادله ای

نشان بخش این ادامۀ در که همان  گونه معادله دو هر چون است، نبوده ل ش این به نظریه این

آمده اند. پدید ریاض فیزی از طبیع به طور م دهیم،



لاگر٢١٩ و هرمیت چندجمله ای های ٣ .۴

توسط Hn : R −→ R تابع ،n ∈ N٠ هر به ازای

Hn(x) = (−١)nex٢ d
n

dxn
e−x٢ , (٢٣ .۴)

هرمیت چندجمله ای های به که را زیر چندجمله ای های از دنباله ی این م شود. تعریف

م دهد. نتیجه است، معروف

H٠(x) = ١ H١(x) = ٢x

H٢(x) = ۴x٢ − ٢ H٣(x) = ٨x٣ − ١٢x

H۴(x) = ١۶x۴ − ۴٨x٢ + ١٢ H۵(x) = ٣٢x۵ − ١۶٠x٣ + ١٢٠x

... ...

نام گذاری (١٩٠١‐ ١٨٢٢) هرمیت١ چالز فرانسوی ریاض دان از پس چندجمله ای ها این که

به دست را {Hn : n ∈ N٠} مجموعۀ ویژگ های ،(٢٣ .۴) فرمول از استفاده با شد.

م آوریم.

است. n درجۀ از چندجمله ای ی Hn(x) .١

داریم: استقرا از استفاده با برهان.

d

dx
e−x٢ = −٢xe−x٢

d٢

dx٢
e−x٢ = (−٢x)٢e−x٢ − ٢e−x٢

d٢

dx٢
e−x٢ = (−٢x)٣e−x٢ + ١٢xe−x٢

1Charles Hermite



متعامد ٢٢٠چندجمله ای های

...

dn

dxn
e−x٢ = (−٢x)ne−x٢ + p(x)e−x٢ ,

بنابراین، است. n از کمتر درجۀ از چندجمله ای ی p که

Hn(x) = (−١)ne−x٢ [(−٢x)n + p(x)]e−x٢

= (٢x)n + (−١)np(x). (٢۴ .۴)

است. متعامد L٢
e−x٢ (R) در {Hn : n ∈ N٠} مجموعۀ .٢

داریم: m < n فرض با برهان.

〈Hm, Hn〉e−x٢ =

∫ +∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e

−x٢dx

= (−١)n
∫ +∞

−∞
Hm(x)

dn

dxn
e−x٢dx.

|x| −→ وقت ،p چندجمله ای هر برای اینکه به توجه با و جزءبه جزء انتگرال گیری بار n با

م آوریم: به دست است، p(x)e−x٢ −→ ٠ ،∞

〈Hm, Hn〉e−x٢ = (−١)٢n
∫ +∞

−∞

[ dn
dxn

Hm(x)
]
e−x٢dx = ٠.

ضرب تقارن از استفاده با از این رو، و است mمتعامد < n همۀ Hnبه ازای Hmبا درنتیجه،

است. برقرار m 6= n همۀ به ازای داخل



لاگر٢٢١ و هرمیت چندجمله ای های ٣ .۴

.||Hn||٢ = ٢nn!
√
π .٣

برهان.

||Hn||٢ =

∫ +∞

−∞
H٢

n(x)e
−x٢dx

= (−١)n
∫ +∞

−∞
Hn(x)

dn

dxn
e−x٢dx

=

∫ +∞

−∞

[ dn
dxn

Hn(x)
]
e−x٢dx

=

∫ +∞

−∞
٢nn!e−x٢dx,

ول م شود. نتیجه (٢۴ .۴) معادلۀ از پایان تساوی که

∫ +∞

−∞
e−x٢dx =

√
π

م رسیم. نظر مورد تساوی به ازاین رو، ببینید)؛ را ١۵ .۴ (تمرین

، حقیق x هر به ازای .۴

e٢xt−t٢ =
∞∑
n=٠

١
n!
Hn(x)t

n. (٢۵ .۴)

است. هرمیت چندجمله ای های برای مولد تابع ی e٢xt−t٢ ر، دی بیان به 

تحلیل t برحسب R سراسر در f(t, x) = e٢xt−t٢ تابع ، حقیق x هر به ازای برهان.

م شود: داده نمایش زیر توان سری توسط بنابراین، است،

f(t, x) =
∞∑
n=٠

١
n!

∂nf

∂tn

∣∣∣
t=٠
tn.



متعامد ٢٢٢چندجمله ای های

چون

∂nf

∂tn

∣∣∣
t=٠

=
∂n

∂tn
ex

٢−(x−t)٢
∣∣∣
t=٠

= ex
٢ ∂n

∂tn
e−(x−t)٢

∣∣∣
t=٠

= (−١)nex٢ d
n

dyn
e−y٢

∣∣∣
y=x

= (−١)nex٢ d
n

dxn
e−x٢ ,

داریم: درنتیجه ،y = x− t که

∂nf

∂tn

∣∣∣
t=٠

= (−١)nex٢ d
n

dxn
e−x٢ = Hn(x).

دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادله در Hn .٣. ١ .۴ قضیه

u′′ − ٢xu′ + ٢nu = ٠, x ∈ R (٢۶ .۴)

م کند. صدق

م آوریم: به دست ،x به نسبت (٢۵ .۴) اتحاد از دیفرانسیل گیری با برهان.

٢te٢xt−t٢ =
∞∑
n=١

١
n!
H ′

n(x)t
n, (٢٧ .۴)

شود: نوشته هم زیر به صورت م تواند تساوی چپ سمت که

٢te٢xt−t٢ = ٢
∞∑
n=٠

١
n!
Hn(x)t

n+١



لاگر٢٢٣ و هرمیت چندجمله ای های ٣ .۴

= ٢
∞∑
n=٠

n+ ١
(n+ ١)!

Hn(x)t
n+١

= ٢
∞∑
n=١

n

n!
Hn−١(x)t

n. (٢٨ .۴)

داریم: ،(٢٨ .۴) و (٢٧ .۴) معادله های مقایسۀ با

H ′
n(x) = ٢nHn−١(x), n ∈ N. (٢٩ .۴)

داریم: t به نسبت (٢۵ .۴) رابطۀ از دیفرانسیل گیری با

٢(x− t)e٢xt−t٢ =
∞∑
n=١

١
(n− ١)!

Hn(x)t
n−١ =

∞∑
n=٠

١
n!
Hn+١(x)t

n,

که

٢x
∞∑
n=٠

١
n!
Hn(x)t

n = ٢
∞∑
n=٠

١
n!
Hn(x)t

n+١ +
∞∑
n=٠

١
n!
Hn+١(x)t

n

= ٢
∞∑
n=٠

n+ ١
(n+ ١)!

Hn(x)t
n+١ +

∞∑
n=٠

١
n!
Hn+١(x)t

n

= ٢
∞∑
n=١

n

n!
Hn−١(x)t

n +
∞∑
n=٠

١
n!
Hn+١(x)t

n.

که م بینیم معادله، این طرف دو مقایسۀ با

٢xH٠(x) = H١(x)

٢xHn(x) = ٢nHn−١(x) +Hn+١(x), n ∈ N. (٣٠ .۴)

داریم: ،(٣٠ .۴) و (٢٩ .۴) معادله های ترکیب با

٢xHn(x) = H ′
n(x) +H ′

n+١(x),



متعامد ٢٢۴چندجمله ای های

م شود. اثبات قضیه آخر، معادله این از دیفرانسیل گیری با و

H ′′
n(x) = ٢xH ′

n(x) + ٢Hn(x)−H ′
n+١(x)

= ٢xH ′
n(x) + ٢Hn(x)− (٢n+ ٢)Hn(x)

= ٢xH ′
n(x)− ٢nHn(x).

این جواب ی که داده ایم نشان ما و م شود نامیده هرمیت معادلۀ ،(٢۶ .۴) معادلۀ

تحلیل تابع ی ر دی جواب لژاندر، معادلۀ همانند است. Hn هرمیت چندجمله ای معادلۀ

ببینید). را ٢١ .۴ (تمرین شود داده نمایش xبرحسب توان سری ی توسط م تواند که است

اشتروم‐لیوویل استاندارد فرم به هرمیت معادلۀ e−x٢ ضرب با

(e−x٢u′)′ + ٢ne−x٢u = ٠, x ∈ R, (٣١ .۴)

دیفرانسیل ر عمل و ،ρ(x) = e−xو٢ λ = ٢n ،p(x) = e−xکه٢ م شود تبدیل

d

dx
(e−x٢ d

dx
)

ببینید) را ٢٢ .۴ (تمرین نامتناه سری جواب نه ول ،Hn(x) چون است. خودالحاق

هرمیت چندجمله ای های دنبالۀ که م گیریم نتیجه ما بنابراین، م گیرد، قرار L٢
e−x٢ (R) در

م دهند. یل تش L٢
e−x٢ (R) در کامل متعامد دستگاه ی {Hn : n ∈ N٠}



لاگر٢٢۵ و هرمیت چندجمله ای های ٣ .۴

لاگر چندجمله ای های ٣. ٢ .۴

دیفرانسیل معادله

xu′′ + (١− x)u′ + nu = ٠, ٠ < x <∞, n ∈ N٠ (٣٢ .۴)

‐١٨٨۶) لاگر١ ادموند فرانسوی ریاض دان از پس که است مشهور لاگر دیفرانسیل معادله به

است: زیر به صورت آن استاندارد فرم شد. نام گذاری  ١٨٣۴م.)

(xe−xu′)′ + ne−xu = ٠ (٣٣ .۴)

که کنید توجه است. آمده به دست است، وزن تابع حالت این در که ،e−x ضرب با که

نیاز نقطه این در مرزی شرط هیچ بنابراین، م شود، صفر x = ٠ در p(x) = xe−x

چندجمله ای توسط اختیاری، ضربی ثابت ی تا لاگر، معادلۀ نامنفرد جواب های نیست.

م شود: معین زیر لاگر

L٠(x) = ١,

L١(x) = ١− x,

L٢(x) = ١− ٢x+
١
٢
x٢,

...

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x), (٣۴ .۴)

1Edmond Laguerre



متعامد ٢٢۶چندجمله ای های

(٣٣ .۴) معادلۀ در اشتروم‐لیوویل ر عمل ویژۀ توابع Ln چون است. n درجۀ از Ln که

این از بی درنگ این و ،〈Lm, Ln〉e−x = ٠ ،m 6= n همۀ به ازای که داریم انتظار است،

،m < n همۀ به ازای که م شود نتیجه واقعیت

〈xm, Ln〉e−x =

∫ ∞

٠
xmLn(x)e

−xdx

=
١
n!

∫ ∞

٠

dn

dxn
(xme−x)dx

= (−١)mm!

n!

∫ ∞

٠

dn−m

dxn−m
(xme−x)dx = ٠.

این، بر افزون

〈xn, Ln〉e−x = (−١)n
∫ ∞

٠
xne−xdx = (−١)nn!,

nها، همۀ به ازای که م شود نتیجه است، (−١)n/n! ، Ln در xn ضریب چون و

||Ln||٢ = 〈Ln, Ln〉 =
(−١)n

n!
〈xn, Ln〉 = ١

هستند. L٢
e−x٢ (٠,∞) در کامل) (و متعامد درحقیقت لاگر چندجمله ای های و

تمرین ها

اتحاد از استفاده با .١۵ .۴

(

∫ +∞

−∞
e−x٢dx)٢ =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−(x٢+y٢)dxdy,

که دهید ∫نشان +∞

−∞
e−x٢dx =

√
π.



لاگر٢٢٧ و هرمیت چندجمله ای های ٣ .۴

کنید. ارزیابی قطبی مختصات از استفاده با را دوگانه انتگرال تذکر:

فرد و باشد، زوج n اگر هستند زوج Hn(x) چندجمله ای در x توان های دهید نشان .١۶ .۴

باشد. فرد n اگر هستند

،n ∈ N٠ همۀ به ازای که، دهید نشان .١٧ .۴

H٢n(٠) = (−١)n (٢n)!
n!

, H٢n+(٠)١ = ٠.

که کنید ثابت استقرا از استفاده با .١٨ .۴

Hn(x) = n!

[n/٢]∑
k=٠

(−١)k (٢x)n−٢k

k!(n− ٢k)!
.

دهید. بسط هرمیت چندجمله ای های برحسب را m ∈ N٠ ،f(x) = xm تابع .١٩ .۴

تابع .٢٠ .۴

f(x) =

{
٠, x < ٠
١, x > ٠

کنید. محاسبه را آن نخست جملۀ پنج و دهید بسط هرمیت چندجمله ای های برحسب را

دیفرانسیل معادله .٢١ .۴

u′′ − ٢xu′ + ٢λu = ٠,

همچنین و است (٢۶ .۴) معادلۀ از تعمیم یافته نسخۀ ی نیست، صحیح عدد لزوماً λ وقت که

م شود. نامیده هرمیت معادلۀ

دهید نشان معادله، در جای گذاری با و u(x) =
∑∞

k=٠ ckx
k+r که کنید فرض الف)



متعامد ٢٢٨چندجمله ای های

که

ck+٢ =
٢(k + r − λ)

(k + r + ٢)(k + r + ١)
ck, k ∈ N٠.

است: زیر به صورت جواب ،r = اگر٠ ب)

u٠(x) = ١− ٢λ
٢!
x٢ +

٢٢λ(λ− ٢)
۴!

x۴ − · · · ,

داریم: ،r = ١ اگر و

u١(x) = x− ٢(λ− ١)
٣!

x٣ +
٢٢(λ− ١)(λ− ٣)

۵!
x۵ − · · · .

به صورت ، حقیق λ هر به ازای هرمیت معادلۀ عموم جواب که یرید ب نتیجه پ)

صحیح عدد ی λ وقت هستند. ثابت c١ و c٠ که است u(x) = c٠u٠(x) + c١u١(x)

م دهد؟ رخ اتفاق چه است، نامنف

e−x٢u٠(x) توابع از هرکدام که کنید ثابت ،(٢١ .۴) تمرین در u١ و u٠ همان با .٢٢ .۴

و اگر است، صفر ثابت این و م کند میل ثابت ی به |x| −→ ∞ وقت e−x٢u١(x) و

در هرمیت معادلۀ جواب های تنها که یرید ب نتیجه مطلب این از Hnباشد. جواب، اگر تنها

است. هرمیت چندجمله ای ، L٢
e−x٢ (R)

کنید: ثابت .٢٣ .۴

Ln(k) =
n∑

k=٠

(−١)k ١
k!
(nk)x

k,

که

(nx) =
n!

k!(n− k)!
,



فیزی٢٢٩ کاربردهای ۴ .۴

است. دوجمله ای ضرایب

کنید. بیان لاگر های چندجمله ای از خط ترکیب به صورت را x٣ − x تابع .٢۴ .۴

چندجمله ای های برحسب را است مثبت صحیح عدد m که ،f(x) = xm تابع .٢۵ .۴

دهید. بسط لاگر

دهید. بسط [٠,∞) روی لاگر سری برحسب را f(x) = ex/٢ تابع .٢۶ .۴

م کند. صدق (٣٢ .۴) معادلۀ در Ln که دهید نشان .٢٧ .۴

کنید. تعیین است، n = ٠ وقت را لاگر معادلۀ عموم جواب .٢٨ .۴

فیزی کاربردهای ۴ .۴

میدان های مطالعۀ با ، تاریخ لحاظ از فصل، این در بحث شده متعامد چندجمله ای های

چندجمله ای های که را مثال دو ما اینجا در خورده اند. گره کوانتوم انی م با به تازگ و پتانسیل

میدان ی توصیف در مورد، نخستین م کنیم. بررس م آورند، وجود به لژاندر و هرمیت

مختصات در لاپلاس معادلۀ حل نتیجۀ که کروی خازن ی توسط تولیدشده ترواستاتی ال

است. (همساز) هارمونی نوسانگر ی برای موج تابع نشان دهندۀ دوم، مورد است. کروی

لاپلاس معادلۀ ١ .۴ .۴

دوم مرتبۀ جزئ دیفرانسیل معادله R٣ در

∂٢u

∂x٢
+
∂٢u

∂y٢
+
∂٢u

∂z٢
= ٠, (٣۵ .۴)



متعامد ٢٣٠چندجمله ای های

کروی مختصات :٢ .۴ ل ش

شد. نامیده لاپلاس (١٨٢٧‐ ١٧۴٩م.)، لاپلاس١ د پیر فرانسوی ریاض دان از پس

پدیده های از تعدادی برای ریاض مدل ی این شد، اشاره ٣. ٣ بخش در که همان گونه

فضای در دما یا گرانش میدان تریسیته، ال میدان ی استاتی توزیع مانند مهم فیزی

و تری ال پتانسیل نشان دهندۀ ،u = u(x, y, z) الر اس تابع زمینه، این در است؛ آزاد

مختصات به (x, y, z) دکارت مختصات تبدیل با که است (x, y, z) نقطۀ در دما یا گرانش

ببینید): را ٢ .۴ ل (ش است تعریف شده زیر به صورت ،(r, θ, φ) کروی

x = r cos θ sinφ

y = r sin θ sinφ

1Pierre de Laplace



فیزی٢٣١ کاربردهای ۴ .۴

z = r cosφ,

م گیرد: خود به را زیر ل ش (٣۵ .۴) معادلۀ .٠ ≤ φ < π و −π < θ ≤ π ،r ≥ ٠ که

∂

∂r
(r٢

∂u

∂r
) +

١
sin٢ φ

∂٢u

∂θ٢
+

١
sinφ

∂

∂φ
(sinφ

∂u

∂φ
) = ٠. (٣۶ .۴)

معادلۀ و بود خواهد مستقل θ از است، متقارن z محور به نسبت u تابع اینکه فرض با

به (٣۶ .۴)

∂

∂r
(r٢

∂u

∂r
) +

١
sinφ

∂

∂φ
(sinφ

∂u

∂φ
) = ٠, (٣٧ .۴)

م کنیم، استفاده (٣٧ .۴) معادلۀ حل برای متغیرها جداسازی روش از م شود. تبدیل

به صورت φ از تابع و r از تابع حاصل ضرب به صورت u(r, θ) که م کنیم فرض بنابراین،

u(r, φ) = v(r)w(φ)

داریم: vw بر طرف دو تقسیم از پس و م کنیم زین جای (٣٧ .۴) در سپس است.

١
v

d

dr
(r٢

dv

dr
) = − ١

w sinφ

d

dφ
(sinφ

dw

dφ
), (٣٨ .۴)

معادلۀ اینکه فرض با است. وابسته φ به تنها راست سمت و r به تنها معادله چپ سمت که

طرف هر باشد، برقرار rφ صفحۀ از همبند) و باز (مجموعۀ Ω دامنۀ سراسر روی (٣٨ .۴)

م رسیم: زیر معادلۀ دو به بنابراین، م دهیم. نشان λ با را آن ما که باشد، ثابت ی باید

r٢v′′ + ٢rv′ − λv = ٠, (٣٩ .۴)



متعامد ٢٣٢چندجمله ای های

١
sinφ

(sinφw′)′ + λw = ٠. (۴٠ .۴)

با واقع، در م شود؛ تبدیل لژاندر معادلۀ به (۴٠ .۴) معادلۀ ξ = cosφ قراردادن با

به توجه با و فرض این به توجه

d

dφ
=
dξ

dφ

d

dξ
= − sinφ

d

dξ
,

١
sinφ

d

dφ
(sinφ

dw

dφ
) =

d

dξ

[
(١− ξ٢)

dw

dξ

]
,

م آید: به دست زیر به صورت معادلۀ

d

dξ

[
(١− ξ٢)

dw

dξ

]
+ λw = ٠.

چندجمله ای های توسط (۴٠ .۴) معادلۀ جواب های آن گاه nباشد، ∈ N٠ ،λ = n(n+١) اگر

م شود: داده زیر لژاندر

wn(φ) = pn(ξ) = pn(cosφ).

v(r) = rα جای گذاری با و است ‐اویلر کوش نوع از ،(٣٩ .۴) معادلۀ ر، دی طرف از

م گیریم: نتیجه

[α(α− ١) + ٢α− n(n+ ١)]rα = ٠,

ازاین رو، .α = −n− ١ یا α = n م دهد نتیجه که

vn(r) = anr
n + bnr

−n−١



فیزی٢٣٣ کاربردهای ۴ .۴

دنبالۀ بنابراین، هستند. دلخواه ثابت های bn و an آن در که است

un(r, φ) = vn(r)wn(φ) = (anr
n + bnr

−n−١)pn(cosφ),

به  صورت معادلۀ کامل جواب و م کند صدق n ∈ N٠ هر به ازای (٣٧ .۴) لاپلاس معادلۀ در

است: زیر

u(r, φ) =
∞∑
n=٠

un(r, φ)

=
∞∑
n=٠

(anr
n + bnr

−n−١)pn(cosφ). (۴١ .۴)

اینکه نخست است. اشاره قابل لاپلاس معادلۀ جواب از (۴١ .۴) نمایش دربارۀ دیدگاه دو

(جایی z محور امتداد در توابع این زیرا نگرفته اند، قرار توجه Qn(cosφ)مورد لژاندر توابع

زین جای (با bnr−n−١ جمله های دلیل، همین به م شوند؛ بی کران (cosφ = ±١ که

این از پیش که دوم، دیدگاه یافته اند. کاهش باشد، r = ٠ مبدأ شامل Ω دامنۀ اگر (bn = ٠

u(r, φ) اینکه فرض با کلیت دادن دست از بدون که است این شد، یاد (٣. ٣. ١) تبصرۀ در

همان طور جواب ها این از خط ترکیب گرفتن نظر در با است φ و r از تابع حاصل ضرب

شرایط با bn و ثابت ها البته م شود. کامل L١−)٢, ١) در pn دادیم، انجام (۴١ .۴) در که

م شوند. مشخص ( مرزی ) اضاف

و ٠ ≤ r < R گوی داخل لاپلاس معادلۀ در u(r, φ) کنید فرض مثال، برای

است، شده داده L٠)٢, π) روی f که ،r = R کروی سطح روی u(R,φ) = f(φ)

داریم: nها، همۀ به ازای bn = ٠ با (۴١ .۴) رابطۀ از استفاده با کند. صدق

u(r, φ) =
∞∑
n=٠

anr
npn(cosφ). (۴٢ .۴)



متعامد ٢٣۴چندجمله ای های

م آوریم: به دست r = R در مرزی شرایط بردن به کار با

u(r, φ) =
∞∑
n=٠

anR
npn(cosφ) = f(φ),

برحسب وقت که است f(φ) از فوریه‐لژاندر ضرایب anR
n م گیریم نتیجه آن در که

بنابراین، م شوند. داده بسط pn(cosϕ)

anR
n =

〈f, pn〉
||pn||٢

=
٢n+ ١

٢

∫ ١

−١
f(φ(ξ))pn(ξ)dξ,

ازاین رو، و

an =
٢n+ ١
٢Rn

∫ π

٠
f(φ)pn(cosφ) sinφdφ, n ∈ N٠. (۴٣ .۴)

شوند. صفر باید ضرایب شان و بی کران ،r نامنف توان های ،r > R ناحیۀ در گوی، بیرون

م شود: تعیین زیر به صورت حالت، این در جواب ازاین رو،

u(r, φ) =
∞∑
n=٠

bnr
−n−١pn(cosφ).

که

bn =
٢n+ ١

٢
Rn+١

∫ π

٠
f(φ)pn(cosφ) sinφdφ.

شده اند، جدا هم از که ره نیم هادی صفحۀ دو روی بر متضاد تری ال بارهای مثال۴. ۴. ١.

را دستگاه این م شود. ایجاد کروی سطح بیرون و داخل در آنها بین تری ال میدان ی



فیزی٢٣۵ کاربردهای ۴ .۴

کروی خازن :٣ .۴ ل ش

١ کروی خازن شعاع که کنید فرض ببینید). را ٣ .۴ ل (ش م نامند تری ال خازن ی

تابع باشد، −١ پتانسیل دارای پایین رۀ نیم و ١ پتانسیل دارای بالایی رۀ نیم اگر است.

کنید. تعیین را کره داخل در دیفرانسیل

سطوح خارج فضای از نقطه هر در را تری ال میدان پتانسیل تابع u کنید فرض حل:

به طور ره نیم هر روی ( تری ال بار (ازاین رو، تری ال پتانسیل کند. مشخص رسانا

پتانسیل دارد. وابستگ φ و r به فقط u بنابراین، م شود، توزیع z محور پیرامون متقارن

کروی، سطح روی است. (۴٢ .۴) به صورت کره داخل از

u(١, φ) =

{
١, ٠ ≤ φ < π/٢
−١, π/٢ < φ ≤ π.



متعامد ٢٣۶چندجمله ای های

،f(φ) = u(١, φ) و R = ١ با ،(۴٣ .۴) فرمول بردن به کار با

an =
٢n+ ١

٢

[ ∫ π/٢

٠
pn(cosφ) sinφdφ+

∫ π

π/٢
(−١)pn(cosφ) sinφdφ

]
=

٢n+ ١
٢

∫ ١

٠
[pn(ξ)− pn(−ξ)]dξ.

و an = ٠ ،n زوج مقادیر برای بنابراین،

an =
٢n+ ١

٢

∫ ١

٠
٢pn(ξ)dξ = (٢n+ ١)

∫ ١

٠
pn(ξ)dξ

بنابراین، باشد، فرد n وقت که

a١ = ٣
∫ ١

٠
p١(ξ)dξ =

٣
٢

a٣ = ٧
∫ ١

٠
p٣(ξ)dξ = −٧

٨

a۵ = ١١
∫ ١

٠
p۵(ξ)dξ =

١١
١۶

... .

تعیین زیر به صورت است، فرد n وقت ،an برای کل فرمول ،٧ .۴ تمرین نتیجۀ اساس بر

م شود:

an = (٢n+ ١)
∫ ١

٠
pn(ξ)dξ

= pn−(٠)١− pn+(٠)١.

است: خازن داخل پتانسیل ازاین رو،

u(r, φ) =
٣
٢
rp١(cosφ)−

٧
٨
r٣p٣(cosφ) +

١١
١۶
r۵p۵(cosφ) + · · · .



فیزی٢٣٧ کاربردهای ۴ .۴

هارمونی نوسانگر ٢ .۴ .۴

محدود (x (محور مستقیم خط ی روی حرکت به که ذره ای وضعیت کوانتوم، انی م در

باشد، هارمونی حرکت اگر است. شده توصیف Ψ(x, t) موج تابع ی با است، شده

توسط t زمان به وابستگ

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/h,

است. پلانک ثابت به معروف جهان ثابت ی h و است ذره کل Eانرژی که م شود معین

از اندازه ی |ψ(x)|٢/||ψ||٢ که معنا این به م شود تعیین ψ(x) تابع به وسیلۀ ذره محل

در ψ تابع شود، واقع V (x) پتانسیل میدان ی در ذره اگر است. R در احتمال ال چ

م کند: صدق زیر زمان از مستقل شرودینگر معادلۀ

Ψ′′ +
٢m
h٢

[E − V (x)]ψ = ٠.

ی از صورت شرودینگر معادلۀ ،r(x) = −٢mV (x)/h٢ و λ = ٢mE/h٢ تعریف با

م گیرد: زیر به صورت را استاندارد اشتروم‐لیوویل ویژۀ مقدار معادلۀ

Ψ′′ + [λ+ r(x)]ψ = ٠. (۴۴ .۴)

اشتروم مسئلۀ ی ψ −→ ٠ شرط باشد، x −→ ±∞ وقت ،−∞ < x <∞ بازۀ روی

م کند. تعریف منفرد لیوویل

نامیده هارمونی نوسانگر آن از حاصل دستگاه باشد، متناسب x٢ با V (x) وقت که

(۴۴ .۴) معادلۀ بنابراین، م گیریم. نظر در را V (x) = h٢x٢/٢m سادگ برای م شود.



متعامد ٢٣٨چندجمله ای های

به

Ψ′′ + (λ− x٢)ψ = ٠ (۴۵ .۴)

که داد نشان م توان به سادگ ،u(x) = ex
٢/٢ψ(x) دهیم قرار اگر م شود. تبدیل

u′′ − ٢xu′ + (λ− u)u = ٠,

مقادیر درنتیجه، است. Hn جوابش بنابراین، است، هرمیت معادلۀ ،λ = ٢n+ ١ وقت که

به صورت (۴۵ .۴) معادلۀ ویژۀ

λn = ٢n+ ١, n ∈ N٠,

هارمونی نوسان در ذره En = (٢n+ ١)h٢/٢m قبول) (قابل انرژی سطوح که هستند،

زیر به صورت متناظر ویژۀ توابع و م کند تعیین را

ψn(x) = e−x٢/٢Hn(x), n ∈ N٠,

توابع م دهد. نشان را قبول قابل انرژی سطوح در ذره موج توابع که م شوند، معین

اینکه احتمال م شوند. نامیده هرمیت توابع که هستند L٢(R) به متعلق ،e−x٢
٢ Hn(x)

م شود: تعیین زیر به صورت باشد، شده واقع (a, b) بازۀ در ذره

١
||Hn||٢

e−x٢

∫ b

a

H٢
n(x)e

−x٢dx =

∫ b

a
H٢

n(x)e
−x٢dx∫∞

−∞H٢
n(x)e

−x٢dx
.



فیزی٢٣٩ کاربردهای ۴ .۴

تمرین  ها

کنید. مشخص را است u(r, φ) = ٠ که سطح ،١ .۴ .۴ مثال در .٢٩ .۴

کنید. مشخص r = ١ کرۀ سطح بیرون را پتانسیل تابع ،١ .۴ .۴ مثال در .٣٠ .۴

اگر ،R شعاع با کرۀ داخل لاپلاس معادلۀ از u(r, φ) جواب .٣١ .۴

u(R,φ) =

{
١٠, ٠ ≤ φ < π/٢
٠, π/٢ < φ ≤ π,

کنید. پیدا را

٠ ≤ φ ≤ π/٢ و ٠ ≤ r < ١ رۀ نیم داخل لاپلاس، معادلۀ در u کنید فرض .٣٢ .۴

،٠ ≤ φ ≤ π/٢ روی و u(r, π/٢) = ٠ ،٠ ≤ r < ١ روی اگر کند. صدق

که دهید نشان ،u(١, φ) = ١

u(r, φ) =
∞∑
n=٠

(−١)n(۴n+ ٣
٢n+ ٢

)
(٢n)!

٢٢n(n!)٢
r٢n+١p٢n+١(cosφ),

است. ره نیم داخل

٠ < φ ≤ π/٢ و ٠ ≤ r < R رۀ نیم داخل لاپلاس، معادلۀ در u کنید فرض .٣٣ .۴

u(R,φ) = ،٠ < φ ≤ π/روی٢ و u(r, π/٢) = ٠ ،٠ ≤ r < Rروی اگر صدق کند،

که دهید نشان ،f(φ)

u(r, φ) =
∞∑
n=٠

c٢n(
r

R
)٢np٢n(cosφ),

c٢n = (۴n+ ١)
∫ π/٢

٠
f(φ)p٢n(cosφ) sinφdφ.



متعامد ٢۴٠چندجمله ای های



۵ فصل

بسل توابع

تعریف برای تابع این م کنیم. شروع آن ویژگ های از برخ و گاما تابع ارائۀ با را فصل این

است. ارتباط در فصل این موضوع با ازاین رو، م شود، استفاده بسل تابع

گاما تابع ١ .۵

م شود: تعریف زیر ناسرۀ انتگرال توسط x > ٠ هر به ازای گاما تابع

Γ(x) =

∫ ∞

٠
e−ttx−١dt. (١ .۵)

پیوسته تابع ی وضوح به بنابراین، است، را هم x مثبت مقادیر همۀ به ازای انتگرال این

کلاس از (٠,∞) روی Γ که دهیم نشان م توانیم واقع، در م دهد. نمایش را (٠,∞) روی

داریم: جزء به جزء، انتگرال گیری با ببینید). را ١ .۵ (تمرین است C∞

Γ(x+ ١) =

∫ ∞

٠
e−ttxdt = −e−ttx

∣∣∣∞
٠
+ x

∫ ∞

٠
e−ttx−١dt



بسل ٢۴٢توابع

= x

∫ ∞

٠
e−ttx−١dt,

م دهد: نشان زیر به صورت را گاما تابع بازگشت رابطۀ که

Γ(x+ ١) = xΓ(x), x > ٠. (٢ .۵)

آن گاه باشد، مثبت صحیح عدد ی x = n اگر

Γ(n+ ١) = nΓ(n)

= n(n− ١)Γ(n− ١)

...

= n!Γ(١),

با

Γ(١) =

∫ ∞

٠
e−tdt = ١,

داریم:

Γ(n+ ١) = n!.

(٠,∞) به N از n −→ (n−١)! فاکتوریل نگاشت تعمیم Γ تابع که است آن معنای به این

است.

به دارد اشاره (٢ .۵) معادلۀ

Γ(x) =
Γ(x+ ١)

x
,



گاما٢۴٣ تابع ١ .۵

چون کند. پیدا توسعه (−١, ٠)
⋃
(٠,∞) به م تواند معادله راست سمت که

lim
x−→٠

Γ(x+ ١) = Γ(١) = ١,

که م بینیم ،(٢ .۵) رابطۀ از استفاده با دوباره دارد. ساده قطب x = ٠ در گاما تابع

Γ(x) =
Γ(x+ ١)

x

=
Γ(x+ ٢)
x(x+ ١)

...

=
Γ(x+ n)

x(x+ ١) · · · (x+ n− ١)
, n ∈ N.

صحیح اعداد برای به جز ،R به (٠,∞) از را Γ تابع که م دهد اجازه ما به این

ببینید). را ١ .۵ ل (ش دهیم گسترش است، ساده قطب های دارای Γ که ٢−,١−,٠, · · ·

چون

Γ(x) >

∫ ∞

١
e−ttx−١dt ≥

∫ ∞

١
e−tdt = e−١,

x −→ ∞ وقت م گیریم نتیجه همچنین، Γ(x؛ + ١) = xΓ(x) و ،x ≥ ١ هر به ازای

م کند. میل ∞ به Γ(x) است،



بسل ٢۴۴توابع

گاما تابع :١ .۵ ل ش

تمرین ها

است. C∞(٠,∞) به متعلق ،(١ .۵) توسط تعریف شده گاما تابع که کنید ثابت .١ .۵

.Γ(١/٢) =
√
π که کنید ثابت .٢ .۵

که کنید ثابت .٣ .۵

Γ(n+ ١/٢) =
(٢n)!

√
π

n!٢٢n
, n ∈ N٠.

است: تعریف  شده زیر به صورت بتا تابع .۴ .۵

β(x, y) =

∫ ١

٠
tx−١)١− t)y−١dt, x > ٠, y > ٠.

آورید: به دست را زیر رابطۀ ،u = t/١− t تبدیل از استفاده با الف)

β(x, y) =

∫ ∞

٠

ux−١

(١+ u)x+y
du.



گاما٢۴۵ تابع ١ .۵

که کنید ثابت ،s > ٠ هر به ازای ب)

Γ(z) = sz
∫ ∞

٠
e−sttz−١dt.

که دهید نشان z = x = ١ و s = u+ ١ با ج)

١
(u+ ١)x+y

=
١

Γ(x+ y)

∫ ∞

٠
e−(u+١)ttx+y−١dt,

آورید: به دست را زیر رابطۀ (الف) قسمت از استفاده با آن گاه

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

که کنید ثابت .۵ .۵

٢٢x
Γ(x)Γ(x+ ١

٢)

Γ(٢x)
= ٢

√
π.

م  شود: تعریف زیر انتگرال با R روی خطا تابع .۶ .۵

erf(x) =
٢√
π

∫ ∞

٠
e−t٢dt.

کنید. ثابت را erf تابع از زیر ویژگ های و کنید رسم را erf(x) نمودار

.erf(−x) = −erf(x) الف)

.limx−→±∞ erf(x) = ±١ ب)

است. تحلیل R روی erf(x) ج)



بسل ٢۴۶توابع

اول نوع بسل توابع ٢ .۵

دیفرانسیل معادله در

x٢y′′ + xy′ + (x٢ − ν٢)y = ٠, (٣ .۵)

حالت ها برخ در م دهیم، نشان فصل ادامۀ در که گونه همان  است. نامنف پارامتر ی ν

استفاده جزئ دیفرانسیل معادلات حل برای هم از جدا متغیرهای از که م آید پیش شرایط

از ری دی مثال آن که داد خواهیم نشان و م شود نامیده بسل معادلۀ ،(٣ .۵) معادلۀ شود.

همان به را بسل توابع نام به معین خاص توابع که است اشتروم‐لیوویل ویژۀ مقدار معادلۀ

تفاوت م کند. تولید بودند، آمده به دست چهارم فصل از متعامد چندجمله ای های که روش

متفاوت اندازه ای تا آنها تعامدی ویژگ و نیستند چندجمله ای بسل، توابع که است این اصل

است.

به صورت را جواب نم توانیم بنابراین، است، x = ٠ در منفرد نقطۀ ی دارای (٣ .۵) معادلۀ

‐١٩١٧) فربنیوس١ جورج روش از آن، به جای دهیم. گسترش نقطه این حول توان سری

اعداد لزوماً (نه x حقیق توان های از جمله های برحسب جواب ی ساخت برای  ١٨۴٩م.)

ل به ش معادله هر که است فرض این اساس بر روش م کنیم. استفاده صحیح)

y′′ +
q(x)

x
y′ +

r(x)

x٢
y = ٠,

ل به ش جواب ی هستند، تحلیل x = ٠ در r و q توابع که

y(x) = xt
∞∑
k=٠

ckx
k = xt(c٠ + c١x+ c٢x

٢ + · · · ), (۴ .۵)

1Georg Frobenius



اول٢۴٧ نوع بسل توابع ٢ .۵

.[١٢] است غیرصفر c٠ ثابت و مختلط) (یا حقیق عدد ی t که دارد

وقت که (۴ .۵) عبارت .c٠ 6= ٠ که شود انتخاب به گونه ای م تواند t همیشه که است واضح

م شود. تبدیل توان سری ی به است، نامنف صحیح عدد ی t

داریم: ،(٣ .۵) معادلۀ در (۴ .۵) عبارت جای گذاری با

∞∑
k=٠

(k + t)(k + t− ١)ckxk+t +
∞∑
k=٠

(k + t)ckx
k+t+

∞∑
k=٠

ckx
k+t+٢ − ν٢

∞∑
k=٠

ckx
k+t = ٠,

یا
∞∑
k=٠

(k + t)٢ckx
k+t +

∞∑
k=٠

ckx
k+t+٢ − ν٢

∞∑
k=٠

ckx
k+t = ٠.

م آوریم: به دست را زیر معادله های ،xt, xt+١, xt+٢, · · · , xt+j توان های ضرایب گردآوری با

t٢c٠ − ν٢c٠ = ٠ (۵ .۵)

(t+ ٢(١c١ − ν٢c١ = ٠ (۶ .۵)

(t+ ٢(٢c٢ − ν٢c٢ + c٠ = ٠

...

(t+ j)٢cj − ν٢cj + cj − ٢ = ٠. (٧ .۵)

.t = ±ν که م گیریم نتیجه (۵ .۵) معادلۀ از

با است برابر (۶ .۵) معادلۀ کنیم. شروع t = ν با که کنید فرض

(ν + ٢(١ − ν٢c١ = (٢ν + ١)c١ = ٠.



بسل ٢۴٨توابع

م دهد: نتیجه (٧ .۵) معادلۀ اکنون .c١ = ٠ ،٢ν + ١ ≥ ١ چون

[(ν + j)٢ − ν٢]cj + cj−٢ = j(j + ٢ν)cj + cj−٢ = ٠,

بنابراین، و

cj = − ١
j(j + ٢ν)

cj−٢. (٨ .۵)

فرض م توانیم و است cj = ٠ ،j فرد مقادیر همۀ به ازای که م گیریم نتیجه ،c١ = ٠ چون

زیر ل به ش را (٨ .۵) بازگشت رابطۀ است. مثبت صحیح عدد ی m که ،j = ٢m کنیم

م گیریم: نظر در

c٢m = − ١
٢m(٢m+ ٢ν)

c٢m−٢ = − ١
٢٢m(ν +m)

c٢m−٢.

م شود: بیان c٠ دلخواه ثابت برحسب c٢, c۴, c۶, · · · عبارت های که

c٢ = − ١
٢٢(ν + ١)

c٠

c۴ = − ١
٢٢٢(ν + ٢)

c٢ =
١

٢۴٢!(ν + ١)(ν + ٢)
c٠

c۶ = − ١
٢۶٣!(ν + ١)(ν + ٢)(ν + ٣)

c٠

...

c٢m =
(−١)m

٢٢mm!(ν + ١)(ν + ٢) · · · (ν +m)
c٠ (٩ .۵)

سری به صورت بسل معادلۀ از حاصل جواب

xν
∞∑

m=٠

c٢mx
٢m. (١٠ .۵)



اول٢۴٩ نوع بسل توابع ٢ .۵

انتخاب با است.

c٠ =
١

٢νΓ(ν + ١)
, (١١ .۵)

توسط (٩ .۵) ضرایب

c٢m =
(−١)m

٢ν+٢mm!Γ(ν +m+ ١)
,

حاصل سری م شوند. تعیین

xν
∞∑

m=٠

(−١)m

٢ν+٢mm!Γ(ν +m+ ١)
x٢m,

بنابراین، م شود. داده نشان Jν(x) با و م شود نامیده ν اول مرتبۀ از اول نوع بسل تابع

Jν(x) = (
x

٢
)ν

∞∑
m=٠

(−١)m

m!Γ(ν +m+ ١)
(
x

٢
)٢m, (١٢ .۵)

توان سری کنیم بررس که است ساده موضوع ی این و

∞∑
m=٠

(−١)m

٢٢mm!Γ(ν +m+ ١)
x٢m

است مثبت x وقت xν توان ν ≥ ٠ با است. را هم نسبت آزمون به وسیلۀ R روی

خوش تعریف روی(∞,٠) (١٢ .۵) رابطۀ توسط Jν(x)بسل تابع ازاین رو، است؛ خوش تعریف

چون است.

lim
x−→٠+

Jν(x) =

{
١, ν = ٠
٠, ν > ٠,

Jν(٠) = تعریف توسط (٠,∞) روی پیوسته تابع ی به عنوان است ن مم Jν تابع

یابد. گسترش ν ≥ ٠ هر به ازای limx−→٠+ Jν(x)



بسل ٢۵٠توابع

(١٢ .۵) در را ν علامت و دهیم قرار (۴ .۵) رابطۀ در را t = −ν < ٠ اگر اکنون،

آن گاه دهیم، تغییر

J−ν(x) = (
x

٢
)−ν

∞∑
m=٠

(−١)m

m!Γ(m− ν + ١)
(
x

٢
)٢m, x > ٠, (١٣ .۵)

با است. ثابت ، علامت تغییر چنین تحت معادله، چون است، بسل معادلۀ جواب همچنان

نشان بعدی قضیۀ در که همان طوری باشد، کران دار x = ٠ در که ندارد لزوم حال این

م دهیم.

صحیح عدد ν اگر تنها و اگر هستند، خط مستقل J−ν و Jν بسل توابع .٢. ١ .۵ قضیه

نباشد.

آن گاه باشد، ν = n ∈ N٠ اگر برهان.

J−n(x) = (
x

٢
)−n

∞∑
m=٠

(−١)m

m!Γ(m− n+ ١)
(
x

٢
)٢m.

m = آن در که جمله هایی ، ١
Γ(m−n+١) = ٠ ،m − n + ١ ≤ ٠ همۀ به ازای چون ول

داریم: بنابراین، م شوند، صفر هم ٠, ١, · · · , n− ١

J−n(x) = (
x

٢
)−n

∞∑
m=n

(−١)m

m!Γ(m− n+ ١)
(
x

٢
)٢m

= (
x

٢
)−n

∞∑
m=٠

(−١)m+n

(m+ n)!Γ(m+ ١)
(
x

٢
)٢m+٢n

= (−١)n(x
٢
)n

∞∑
m=٠

(−١)m

m!Γ(m+ n+ ١)
(
x

٢
)٢m

= (−١)nJn(x).



اول٢۵١ نوع بسل توابع ٢ .۵

کنید: فرض و ν /∈ N٠ و ν > ٠ کنید فرض اکنون

aJν(x) + bJ−ν(x) = ٠. (١۴ .۵)

حال که در +٠→−limx؛ Jν(x) = ٠ داریم، است، x −→ ∞ وقت معادله، این در

با است برابر که ،(١٣ .۵) سری در اول جملۀ چون .limx−→٠+ |J−ν | = ∞

١
Γ(١− ν)

(
x

٢
)−ν ,

نم تواند (١۴ .۵) برابری بنابراین، م کند، میل ±∞ به و است غالب ر دی جملات همۀ بر

است. a = ٠ حالت این در همچنین که ،b = ٠ اینکه ر م باشد، برقرار (٠,∞) روی

عموم جواب نیست، صحیح عدد ی ν وقت که م گیریم نتیجه قضیه، این براساس

عموم جواب م شود. تعیین y(x) = c١Jν(x)+c٢J−ν(x) با روی(∞,٠) بسل معادلۀ

باشیم. ٣ .۵ بخش در دوم نوع بسل تابع تعریف منتظر باید باشد، صحیح عدد ی ν وقت

م کنیم. ثابت را بسل توابع شامل اتحاد چندین از مورد نخسین زیر، مثال در

.٢. ٢ .۵ مثال

d

dx
[x−νJν(x)] = −x−νJν+١(x), x > ٠, ν ≥ ٠. (١۵ .۵)

م توان جمله به جمله دیفرانسیل گیری با بنابراین، است؛ توان سری ی x−νJν(x) برهان.

نوشت:

d

dx
[x−νJν(x)] =

d

dx

∞∑
m=٠

(−١)m

٢ν+٢mm!Γ(ν +m+ ١)
x٢m



بسل ٢۵٢توابع

=
∞∑

m=١

(−١)m٢m
٢ν+٢mm!Γ(ν +m+ ١)

x٢m−١

= −x−ν

∞∑
m=٠

(−١)m

٢ν+٢m+١m!Γ(ν +m+ ٢)
x٢m+ν+١

= −x−νJν+١(x).

به صورت که صحیح مرتبۀ از بسل توابع

Jn(x) =
∞∑

m=٠

(−١)m

m!(m+ n)!
(
x

٢
)٢m+n, n ∈ N٠ (١۶ .۵)

توسیع های باشد، فرد یا nزوج آیا اینکه به بسته و هستند تحلیل روی(∞,٠) م شوند تعیین

کرده ایم مشخص ،١٣. ٢ مثال در این از پیش ما دارند. فرد یا زوج توابع Rبه عنوان در تحلیل

ما م آبد. گرد ∞ در که دارد (٠,∞) در تنها صفرهای از نامتناه مجموعۀ ی ،J٠ که

کنیم: مرتب زیر صعودی دنبالۀ به صورت را این ها م توانیم

ξ٠١ < ξ٠٢ < ξ٠٣ < · · ·

م توانیم ، ریاض استقرای از استفاده با .k −→ ∞ وقت که است، ξ٠k −→ ∞ به طوری که

فرض است. درست nمثبت صحیح عدد هر به ازای Jn درمورد مسئله همین که دهیم نشان

(ξmk : صعودی دنباله ای به صورت ،mمثبت صحیح عدد هر به ازای ،Jm صفرهای که کنید

صفرهای از جفت هر در x−mJm(x) تابع م کند. میل ∞ به که است (٠,∞) در k ∈ N)

حداقل که م گیریم نتیجه رول قضیۀ از بنابراین، م شود، صفر ξmk+١ و ξmk مثلا ، متوال



اول٢۵٣ نوع بسل توابع ٢ .۵

م شود. صفر نقطه، آن در x−mJm(x) مشتق که دارد وجود ξmk+١ و ξmk بین نقطه ی

،(١۵ .۵) اتحاد به توجه با

Jm+١(x) = −x−m d

dx
[x−mJm(x)],

کرده ایم. ثابت را زیر قضیۀ بنابراین، دارد. ξmk+١ و ξmk بین صفر ی حداقل Jm+١(x)

مثبت ریشه های نامتناه تعداد Jn(x) = ٠ معادلۀ ،n ∈ N٠ هر به ازای .٢. ٣ .۵ قضیه

صعودی دنبالۀ که دارد

ξn١ < ξn٢ < ξn٣ < · · ·

.ξnk −→ ∞ ،k −→ ∞ وقت به طوری که م دهد، یل تش را

است: زیر به صورت صحیح مرتبۀ بسل اول تابع دو

J٠(x) =
∞∑

m=٠

(−١)m

(m!)٢
(
x

٢
)٢m

= ١− x٢

٢(!١)٢٢
+

x۴

٢۴(٢!)٢
− x۶

٢۶(٣!)٢
+ · · · ,

J١(x) =
∞∑

m=٠

(−١)m

m!(m+ ١)!
(
x

٢
)٢m+١

=
x

٢
− x٣

٢!٢٣١!
+

x۵

٢۵٣!٢!
− x٧

٢٧٣!۴!
+ · · · .

توجه قابل کاملا کسینوس، و سینوس توابع و طرف ی از تعمیم دو این بین شباهت های

sinx$cosx$ خواص از بسیاری به ترتیب نیز، ٢ .۵ ل ش در J١(x) و J٠(x) نمودار است.

در وقت که م دهد. نشان را آنها صفرهای تقاطع محل و x = ٠ نزدی رفتار مانند را



بسل ٢۵۴توابع

.J١ و J٠ بسل توابع :٢ .۵ ل ش

آشنای رابطۀ با مطابق که را J ′
٠(x) = −J١(x) رابطۀ دهیم، قرار را ν = ٠ ،(١۵ .۵) رابطۀ

توزیع ، مثلثات توابع وضعیت برخلاف ، ول م آوریم. به دست است، (cosx)′ = − sinx

با تابع دامنۀ و ببینید) را ٨ .۵ تمرین حال، این (با نیست نواخت ی به طورکل Jn صفرهای

.(٣٢ .۵ (تمرین م یابد کاهش x افزایش

فصل این ادامۀ در که م کنیم اثبات J١ و J٠ بین را ری دی مهم رابطۀ ما بعدی، مثال در

پرداخت. خواهیم آن به

،x > ٠ هر به ازای .۴ .٢ .۵ مثال

∫ x

٠
tJ٠(t)dt = xJ١(x).



اول٢۵۵ نوع بسل توابع ٢ .۵

∫برهان. x

٠
tJ٠(t)dt =

∫ x

٠

∞∑
m=٠

(−١)m

(m!)٢٢٢m
t٢m+١dt

=
∞∑

m=٠

(−١)mx٢m+٢

(m!)٢)٢m+ ٢٢(٢m

= x

∞∑
m=٠

(−١)m

m!(m+ ١)!
(
x

٢
)٢m+١ = xJ١(x).

تمرین ها

R در ν ≥ ٠ هر به ازای م دهد، نمایش را x−νJν(x) که توان سری که کنید ثابت .٧ .۵

راست. هم

که کنید ثابت .٨ .۵

J١/٢(x) =

√
٢
πx

sinx, J−١/٢(x) =

√
٢
πx

cosx,

کنید. رسم را تابع دو این و

.xJ ′
ν(x) = νJν(x)− xJν+١(x) که کنید ثابت ٢. ٢ .۵ مثال اتحاد از استفاده با .٩ .۵

که کنید ثابت ٩ .۵ و ٨ .۵ تمرین های از استفاده با .١٠ .۵

J ٣
٢
(x) =

√
٢
πx

(
sinx

x
− cosx).

که یرید ب نتیجه آن از و کنید ثابت را [xνJν(x)]′ = xνJν−١(x) اتحاد .١١ .۵

J− ٣
٢
(x) = −

√
٢
πx

(
cosx

x
+ sinx).



بسل ٢۵۶توابع

که دهید نشان ١١ .۵ تمرین و ٢. ٢ .۵ مثال اتحادهای از استفاده با .١٢ .۵

J ′
ν(x) =

١
٢
[Jν−١(x)− Jν+١(x)].

کنید: ثابت .١٣ .۵

Jν+١(x) + Jν−١(x) =
٢ν
x
Jν(x).

آورید. به دست را زیر روابط .١۴ .۵

 .
∫ x

٠ t
٢J١(t)dt = ٢xJ١(x)− x٢J٠(x) الف)

  .
∫ x

٠ t
٢J٣(t)dt = ١− J٢(x)− ٢J١(x)

x
ب)

کنید: ثابت [xJ١(x)]′ = xJ٠(x) و J ′
٠(x) = −J١(x) اتحاد از استفاده با .١۵ .۵∫ ∞

٠
tnJ٠(t)dt = xnJ١(x) + (n− ١)xn−١J٠(x)− (n− ٢(١

∫ x

٠
tn−٢J٠(t)dt.

xW ′ + معادلۀ در ν /∈ N٠ که W (x) = W (Jν , J−ν) رونس که کنید ثابت .۵ ‐١۶

که کنید ثابت درنتیجه و م کند صدق W = ٠

W (x) = − ٢
Γ(ν)Γ(١− ν)x

.

به وسیلۀ β(ν, ١ − ν) عبارت انتگرال محاسبۀ و (ج) ۴ .۵ تمرین نتیجۀ از استفاده با

که نشان داد م توان کانتور، انتگرال گیری

W (x) = −٢ sin νx
πx

,

ببینید). را [٨] (همچنین،



دوم٢۵٧ نوع بسل توابع ٣ .۵

دوم نوع بسل توابع ٣ .۵

ی ν وقت که بسل معادلۀ عموم جواب بپرسیم که است طبیع ،٢. ١ .۵ قضیۀ به  توجه با

دوم جواب م توانیم که دارد وجود مختلف روش های است. ونه چ است، صحیح عدد

کنیم. تعریف ببینید)، را ١٧ .۵ تمرین مثال، (برای است Jn از مستقل که بسل معادلۀ برای

توسط ν مرتبۀ از دوم نوع بسل تابع تعریف برای روش رایج ترین

Yν(x) =

{
١

sin νπ
[Jν(x) cos νπ − J−ν(x)], ν 6= ٠, ١, ٢, · · ·

limν−→n Yν , n = ٠, ١, ٢, · · · .

م کنیم. ملاحظه را زیر نکات رابطه، این در که م شود بیان

مستقل J−ν چون است. J−ν و Jν از خط ترکیب ی Yν ،ν ناصحیح مقادیر برای الف)

است. Jν از خط

قانون به وسیلۀ م دهد. نشان را ٠/٠ نامشخص فرم بالا تعریف است، ν = n وقت که ب)

، توان سری های دیفرانسیل پذیری خواص از استفاده با و هوپیتال

Yn(x) =
١
π

[
∂Jν(x)

∂ν

∣∣∣
ν=n

− (−١)n∂J−v(x)

∂ν

∣∣∣
ν=n

]
=

٢
π
(log

x

٢
+ Y )Jn(x)−

١
π
(
x

٢
)n

∞∑
m=٠

(−١)m(hm + hn+m)

m!(n+m)!
(
x

٢
)٢m

−١
π
(
x

٢
)−n

n−١∑
m=٠

(n−m− ١)!
m!

(
x

٢
)٢m, x > ٠,

که

h٠ = ٠, hn = ١+
١
٢
+

١
٣
+ · · ·+ ١

m
,



بسل ٢۵٨توابع

و

γ = lim
m−→٠

(hm − logm) = ٠٫۵٧٧٢١۵ · · ·

وقت ،Yn عبارت در مجموع آخرین که باشید داشته توجه م شود. نامیده اویلر ثابت که  

خط مستقل Yn م دهد، نشان log xJn(x) جملۀ وجود و م شود صفر است، n = ٠

م شود، منجر بالا در Yn نمایش به که محاسبات درمورد بیشتر جزئیات برای است. Jn از

کند. مراجعه بسل توابع کلاسی مرجع [١٧] به خواننده

م شود: تعیین زیر به صورت x −→ ٠ وقت که Yn(x) مجانبی رفتار

Yν(x) ∼

{
٢
π
log x

٢ , n = ٠
− (n−١)!

π
(x٢ )

−n, n ∈ N,
(١٧ .۵)

.x −→ c وقت که f(x)/g(x) −→ ١ م دهد معن x −→ c وقت که f(x) ∼ g(x) که

،x −→ c وقت که است. بی کران x = ٠ همسای در Yn(x) بنابراین،

Y٠(x) ∼
٢
π
log x, Y١(x) ∼ −٢

π

١
x
, Y٢(x) ∼

۴
π

١
x٢
, · · · .

نامتناه دنبالۀ ی Yn که م گیریم نتیجه اشتروم، جداسازی قضیۀ و ٢. ٣ .۵ قضیۀ به توجه با

نشان ٣ .۵ ل ش در Y١ و Y٠ است. متناوب Jn صفرهای با که دارد (٠,∞) در صفرها از

است. شده داده



دوم٢۵٩ نوع بسل توابع ٣ .۵

Y١ و Y٠ بسل توابع :٣ .۵ ل ش

تمرین ها

تابع که دهید نشان .١٧ .۵

Yn(x) = Jn(x)

∫ x

c

١
tJ٢

n(t)
dt,

است. Jn(x) از خط مستقل و م کند صدق بسل معادلۀ در

داده نشان (١٧ .۵) به وسیلۀ x = ٠ نزدی Y١ و Y٠ مجانبی رفتار که دهید نشان .١٨ .۵

م شود.

کنید: ثابت .١٩ .۵

d

dx
[xνYν(x)] = xνYν−١(x).



بسل ٢۶٠توابع

که کنید ثابت .٢٠ .۵

d

dx
[x−νYν(x)] = −x−νYν+١(x).

است. Y−n(x) = (−١)nYn(x) ،n ∈ N٠ هر به ازای کنید ثابت .٢١ .۵

است: تعریف شده زیر به صورت (٠,∞) روی Iν اول نوع از اصلاح شده بسل تابع .٢٢ .۵

Iν(x) = i−νJν(ix), ν ≥ ٠,

معادلۀ در Iν دهید نشان .i =
√
−١ که

x٢y′′ + xy′ − (x٢ + ν٢)y = ٠, (١٨ .۵)

م کند. صدق

که است حقیق تابع ی Iν که دهید نشان ،٢٢ .۵ تمرین در Iν تعریف براساس .٢٣ .۵

سری به وسیلۀ

Iν(x) =
∞∑

m=٠

١
m!Γ(m+ ν + ١)

(
x

٢
)٢m+ν

م شود. داده نشان

I−n(x) = In(x) ،n ∈ N هر به ازای و Iν(x) 6= ٠ ،x > ٠ هر به ازای کنید ثابت .٢۴ .۵

است.

دوم نوع از بسل اصلاح شدۀ تابع که دهید نشان .٢۵ .۵

Kν(x) =
π

٢ sin νπ
[I−ν(x)− Iν(x)]

شده اند. داده نشان ۴ .۵ ل ش در K٠ و I٠ توابع م کند. صدق (١٨ .۵) معادلۀ در



٢۶١Jn بسل تابع صحیح ل های ش ۴ .۵

K٠ و I٠ بسل اصلاح شدۀ توابع :۴ .۵ ل ش

Jn بسل تابع صحیح ل های ش ۴ .۵

است: زیر به صورت Jn تولیدکنندۀ تابع که م کنیم ثابت نخست

ex(z−١/z)/٢ =
∞∑

n=−∞

Jn(x)z
n, z 6= ٠. (١٩ .۵)

گرفت: نتیجه زیر روابط به توجه با م توان را تابع این

exz/٢ =
∞∑
j=٠

zj

j!
(
x

٢
)j,

e−x/٢z =
∞∑
j=٠

(−١)k

k!xk
(
x

٢
)k.



بسل ٢۶٢توابع

ازاین رو، راست؛ هم مطلق به طور ،z 6= ٠ و R در xهای همۀ به ازای سری دو این

به صورت سری دو این حاصل ضرب

ex(z−١/z)/٢ =
∞∑
j=٠

∞∑
k=٠

(−١)k

k!j!
(
x

٢
)j+kzj−k

k+ n < ٠ وقت که ١
(k+n)!

= ١
Γ(k+n+١) = ٠ یادآوری و j − k = n قراردادن با است.

م آوریم: به دست است،

ex(z−١/z)/٢ =
∞∑

n=−∞

[
∞∑
k=٠

(−١)k

k!(k + n)!
(
x

٢
)٢k+n

]
zn

=
∞∑

n=−∞

Jn(x)z
n,

داریم: z = eiθ جای گذاری با م کند. اثبات را (١٩ .۵) که

١
٢
(z − ١

z
) = i sin θ,

بنابراین،

eix sin θ =
+∞∑

n=−∞

Jn(x)e
inθ. (٢٠ .۵)

م کند، صدق ۴ .٣. ٢ قضیۀ شرایط در و است ٢π تناوب دورۀ با متناوب eix sin θ تابع

و م دهد نشان نمایی ل ش در را فوریه اش سری بسط (٢٠ .۵) راست سمت بنابراین،

بنابراین، هستند. بسط در فوریه ضرایب Jn(x)

Jn(x) =
١
٢π

∫ π

−π

eix sin θe−inθdθ



٢۶٣Jn بسل تابع صحیح ل های ش ۴ .۵

=
١
٢π

∫ π

−π

ei(x sin θ−nθ)dθ

=
١
٢π

∫ π

−π

cos(x sin θ − inθ)dθ, است حقیق Jn(x) چون

=
١
π

∫ π

٠
cos(x sin θ − nθ)dθ, n ∈ N٠, (٢١ .۵)

به ازای م دهد، Jn به بالایی کران ی (٢١ .۵) فرمول است. Jn از اصل انتگرال نمایش که

،n ∈ N٠ همۀ

|Jn(x)| ≤
١
π

∫ π

٠
dθ = ١.

نتیجه این همچنین کنیم. استنباط سری تعریف از مستقیم به طور نم توانیم را نتیجه  این

.Yn(٠) = ٠ و J(٠)٠ = ١ n ≥ ١ همۀ به ازای که م کند تأیید

مساوی را معادله طرف دو موهوم و حقیق قسمت های و برم گردیم (٢٠ .۵) معادلۀ به

داریم: م دهیم. قرار هم

cos(x sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(x) cosnθ,

sin(x sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(x) sinnθ.

داریم: ،J−n(x) = (−١)nJn(x) چون

cos(x sin θ) = J٠(x) + ٢
∞∑

m=١

J٢m(x) cos ٢mθ, (٢٢ .۵)

sin(x sin θ) = ٢
∞∑

m=١

J٢m−١(x) sin(٢m− ١)θ. (٢٣ .۵)



بسل ٢۶۴توابع

cos(x sin θ)زوج تابع فوریۀ سری بسط های ترتیب، به (٢٣ .۵) و (٢٢ .۵) معادله های اکنون

م رسیم: زیر انتگرال گیری فرمول جفت دو به ازاین رو، هستند؛ sin(x sin θ) فرد تابع و

J٢m(x) =
١
π

∫ π

٠
cos(x sin θ) cos ٢mθdθ, m ∈ N٠, (٢۴ .۵)

J٢m−١(x) =
١
π

∫ π

٠
sin(x sin θ) sin(٢m− ١)θdθ, m ∈ N٠.(٢۵ .۵)

تمرین ها

که دهید نشان ٢۶ .۵

J ′
n(x) =

١
π

∫ π

٠
sin θ sin(nθ − x sin θ)dθ,

که کنید ثابت را (٢٠ .۵) معادلۀ استقرا، از استفاده با سپس و

J (k)
n = ١

π

∫ π

٠ sink θ cos(nθ − x sin θ − kπ/٢)dθ, k ∈ N.

|J (k)
n (x)| ≤ ،n, k ∈ N٠ هر به ازای که کنید ثابت ٢۶ .۵ تمرین نتیجۀ از استفاده با .٢٧ .۵

.١

کنید: ثابت .٢٨ .۵

.J٠(x) + ٢
∑∞

m=١ J٢m(x) = ١ الف)

.J٠(x) + ٢
∑∞

m=(١−)١mJ٢m(x) = cos x ب)

.٢
∑∞

m=(١−)٠mJ٢m+١(x) = sin x ج)

.
∑∞

m=٢)١m− ١)J٢m−١(x) = x/٢ د)



تعامد٢۶۵ ویژگ های ۵ .۵

کنید: ثابت را زیر اتحاد پارسوال، رابطۀ از استفاده با .٢٩ .۵

J٢
٠ (x) + ٢

∞∑
n=١

J٢
n(x) = ١,

.n ∈ N٠ ،|Jn(x)| ≤ ١√
٢

و |J٠(x)| ≤ ١ با است برابر آن نتیجۀ که کنید مشاهده و

که یرید ب نتیجه (٢۵ .۵) و (٢۴ .۵) معادله های از استفاده با .٣٠ .۵

J٢m(x) =
٢
π

∫ π/٢

٠
cos(x sin θ) cos ٢mθdθ, m ∈ N٠,

J٢m−١(x) =
٢
π

∫ π/٢

٠
sin(x sin θ) sin(٢m− ١)θdθ, m ∈ N٠.

لم از (نکته: limn−→∞ Jn(x) = ٠ ، حقیق xهای همۀ به ازای که کنید ثابت .٣١ .۵

کنید). استفاده ٣. ٢. ٢

.limx−→∞ Jn(x) = ٠ ،n ∈ N٠ همۀ به ازای که کنید ثابت .٣٢ .۵

تعامد ویژگ های ۵ .۵

م آید: به دست زیر به صورت بسل معادلۀ ،x بر تقسیم از پس

xy′′ + y′ + (x− ν٢

x
) = ٠, (٢۶ .۵)

دیفرانسیل ر عمل که

L =
d

dx
(x

d

dx
) + x− ν٢

x

با مقایسه است. خودالحاق (٢. ٣٣) استاندارد ل ش در r(x) = −ν٢

x
و p(x) = x با

به طور ویژه مقدار پارامتر ول است، وزن تابع ρ(x) = x که م دهد نشان (٣۴ .٢) معادلۀ



بسل ٢۶۶توابع

متغیرهای تغییر طریق از را µ پارامتر ی بنابراین، نم شود. ظاهر (٢۶ .۵) معادلۀ در صریح

م کنیم: معرف زیر

x −→ µx, y(x) −→ y(µx) = u(x).

داریم: ،x به نسبت دیفرانسیل گیری با

u′(x) = µy′(µx)

u′′(x) = µ٢y′′(µx).

م کند: اختیار را زیر ل ش (٢۶ .۵) معادلۀ تبدیل، این تحت

xu′′ + u′ + (µ٢x− ν٢

x
)u = ٠, (٢٧ .۵)

اینکه شرط به (٢٧ .۵) و (٢۶ .۵) معادله های است. λ = µ٢ ویژۀ مقدار پارامتر اینجا در که

هستند. هم ارز µ 6= ٠

شرایط آن گاه باشد، معین ٠ ≤ a < b <∞ که ،(a, b) بازۀ روی (٢٧ .۵) معادلۀ اگر

ن هم جداشدۀ مرزی

α١u(a) + α٢u
′(a) = ٠, β١u(b) + β٢u

′(b) = ٠,

ویژه توابع م بریم. کار به منظم لیوویل اشتروم ویژۀ مقدار مسئلۀ آوردن به دست برای را

به صورت آن گاه

cµJν(µx) + dµYν(µx),



تعامد٢۶٧ ویژگ های ۵ .۵

جزئیات کنند. صدق مرزی شرایط در که م شوند انتخاب به گونه ای dµ و cµ ،µ که هستند

فرض بنابراین، م کنیم. ساده را کار a = ٠ گرفتن نظر در با و هستند خسته کننده به طورکل

شرط هیج است، p(٠) = ٠ چون باشد. معین (٠, b) فاصلۀ در (٢٧ .۵) معادلۀ که کنید

x = b در باشد. موجود limx−→٠+ u(x) اینکه به جز نیست، نیاز مورد x = ٠ در مرزی

داریم:

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠. (٢٨ .۵)

ایجاد را لیوویل اشتروم منفرد ویژۀ مقدار مسئلۀ ی ،(٢٨ .۵) و (٢٧ .۵) معادله های دو هر

از متعامد مجموعۀ ی دوم، فصل در توسعه یافته نظریۀ تعمیم ی اساس بر و م کنند

نامنف صحیح اعداد به را ν ، سادگ برای دارند. است، کامل L٢
x(٠, b) در که جواب ها

ویژگ های به غیرضروری، جزئیات به توجه بدون م دهد اجازه ما به این م کنیم. محدود

بسیار فیزی کاربردهای دیدگاه نظر از نیز ν = n ∈ N٠ فرض بپردازیم. نظریه اصل

است: شده داده زیر به صورت (٢٧ .۵) معادلۀ کل جواب است. مفید

u(x) = cnJn(µx) + dnYn(µx).

Jn(µx) و شود صفر Yn ضریب م شود باعث باشد، داشته حد x = ٠ در u(x) اینکه شرط

است. معادله قبول قابل جواب تنها

به است، β٢ = ٠ وقت مثلا ،(٢٨ .۵) معادلۀ از خاص حالت های با که کنید فرض

که، معنا این

u(b) = ٠. (٢٩ .۵)



بسل ٢۶٨توابع

داریم: ،Jn(µx) جواب برای شرط این به کارگیری با کنیم؛ شروع

Jn(µb) = ٠, n ∈ N٠. (٣٠ .۵)

در (٣٠ .۵) معادلۀ ریشه های ،n هر به ازای که کرده ایم مشخص ٢. ٣ .۵ قضیۀ در پیش تر ما

م دهد: یل تش م کند، میل بی نهایت به که را صعودی نامتناه دنبالۀ ی (٠,∞)

ξn١ < ξn٢ < ξn٣ < · · · .

م شوند: تعیین زیر به صورت (٣٠ .۵) معادلۀ جواب های

µkb = ξnk,

هستند: زیر به صورت (٢٧ .۵) معادلۀ ویژۀ مقادیر و

λk = µ٢k = (
ξnk
b
)٢, k ∈ N.

تعیین را ویژه مقدار ی ،n ≥ ١ برای ،Jn تابع از ξn٠ = ٠ صفر اولین که کنید توجه

هست، n ∈ N همۀ برای متناظر جواب چون نم کند،

Jn(µ٠x) = Jn(٠) = ٠

است: زیر به صورت (٢٨ .۵) و (٢٧ .۵) دستگاه  ویژۀ مقادیر دنباله نیست. ویژه تابع ی که

٠ < λ١ = µ٢١ < λ٢ = µ٢٢ < λ٣ = µ٢٣ < · · · ,

،n ∈ N٠ هر به ازای آنها متناظر ویژۀ توابع دنبالۀ و

Jn(µ١x), Jn(µ٢x), Jn(µ٣x), · · ·
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ر، دی بیان به  است. کامل و متعامد لزوماََ L٢
x(٠, b) در (Jn(µkx) : k ∈ N) دنبالۀ است،

j 6= k هر به ازای

〈Jn(µjx), Jn(µkx)〉x =

∫ b

٠
Jn(µjx)Jn(µkx)xdx (٣١ .۵)

= ٠,

به صورت بسل فوریه سری توسط را f م توانیم ،n ∈ N٠ هر و f ∈ L٢
x(٠, b) هر به ازای و

دهیم: نمایش زیر

f(x) =
∞∑
k=١

< f(x), Jn(µkx) >x

||Jn(µkx)||٢x
Jn(µkx). (٣٢ .۵)

هموار قطعه به قطعه (٠, b) روی f اگر همچنین، است. برقرار L٢
x(٠, b) در اخیر تساوی

ناپیوستگ نقاط در f(x) آنکه شرط به است، برقرار نقطه به نقطه همچنین (٣٢ .۵) معادلۀ باشد،

شود. تعریف ١
٢(f(x

+) + f(x−)) به صورت

م توانیم ول نیست، ساده ای محاسبۀ مستقیم، محاسبۀ با (٣١ .۵) تعامد رابطۀ بررس

داریم: ٢xu′ در (٢٧ .۵) معادلۀ ضرب با کنیم. تعیین را ||Jn(αkx)||

٢xu′(xu′)′ + (µ٢x٢ − ν٢(٢uu′ = ٠,

[(xu′)٢]′ + (µ٢x٢ − ν٢)(u٢)′ = ٠.

داریم: (٠, b) روی معادله آخرین از انتگرال گیری با

(xu′)٢|b٠ + µ٢
[
x٢u٢|b٠ − ٢

∫ b

٠
xu٢dx

]
− ν٢u٢|b٠ = ٠,



بسل ٢٧٠توابع

=⇒ ||u||٢x =
١
٢µ٢

[(µxu)٢ + (xu′)٢ − ν٢u٢]
∣∣∣b
٠
.

داریم: ،µ > ٠ ،u′(x) = µJ ′
n(µx) و ،u(x) = Jn(µx) ،ν = n ∈ N٠ برای

||Jn(µx)||٢x =

∫ b

٠
J٢
n(µx)xdx

=
١
٢µ٢

[(µ٢x٢ − n٢)J٢
n(µx) + µ٢x٢J ′٢

n (µx)]
∣∣∣b
٠
.

درنتیجه ،n٢Jn(٠) = ٠ ،n ∈ N٠ هر به ازای چون

||Jn(µx)||٢x =
b٢

٢
[J ′

n(µb)]
٢ +

µ٢b٢ − n٢

٢µ٢
J٢
n(µb). (٣٣ .۵)

و (٣٠ .۵) توسط آخر، جمله است، µ = µk وقت که

||Jn(µkx)||٢x =
b٢

٢
[J ′

n(µkb)]
٢,

،٩ .۵ تمرین نتیجۀ از استفاده با م شود. حذف

J ′
n(µkb) =

١
µkb

[nJn(µkb)− µkbJn+١(µkb)] = −Jn+١(µkb),

م آوریم: به دست سرانجام و

||Jn(µkx)||٢x =
b٢

٢
J٢
n+١(µkb). (٣۴ .۵)

تابع گسترش برای .١ .۵ .۵ مثال

f(x) =

{
١, ٠ ≤ x < ٢
٠, ٢ < x ≤ ۴
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تعیین سری در را ضرایب نخست ،J٠(۴µ) = ٠ شرط تحت بسل، فوریۀ سری برحسب

داریم: م کنیم.

〈f(x), J٠(µkx)〉x =

∫ ۴

٠
f(x)J٠(µkx)xdx

=

∫ ٢

٠
J٠(µkx)xdx

=
١
µ٢k

∫ ٢µk

٠
J٠(y)ydy

=
٢
µk

J١(٢µk),

فرمول از م شود. J٠ صفرهای ۴µk تساوی، آخرین در ۴ .٢ .۵ مثال نتیجۀ از استفاده با که

م آوریم: به دست (٣۴ .۵)

||J٠(µkx)||٢x = ٨J٢
١ (۴µk).

داریم: ،(٣٢ .۵) توسط اکنون،

f(x) =
١
۴

∞∑
k=١

J١(٢µk)

µkJ٢
١ (۴µk)

J٠(µkx), ٠ < x < ۴.

م رسیم: زیر اتحاد به معادله، این در x = ١ زین جای با که م کنیم مشاهده

∞∑
k=١

J١(٢µk)J٠(µk)

µkJ٢
١ (۴µk)

= ۴,

داریم: ،x = ٢ ناپیوستگ نقطۀ در است. f تابع پیوستگ نقطۀ ١ چون

∞∑
k=١

J١(٢µk)J٠(٢µk)

µkJ٢
١ (۴µk)

= ۴
f(٢+) + f(٢−)

٢
= ٢.



بسل ٢٧٢توابع

، یعن (٢٨ .۵) کل تر شرط

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠

و β١ 6= ٠ اگر دارد. بیشتری کار به   نیاز اگرچه رود، به کار مشابه روش با م تواند اصل در

u(x) = Jn(µx)جواب .β٢ = ١ م کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون باشد، β٢ 6= ٠

کند: صدق زیر رابطۀ در باید

β١Jn(µb) + β٢J
′
n(µb) = ٠. (٣۵ .۵)

متناظر ویژۀ توابع م کند. مشخص را مسئله از µ٢k ویژۀ مقادیر معادله این مثبت ریشه های

م شود مشخص (٣٣ .۵) در زین جای با ویژه تابع هر نرم هستند. uk(x) = Jn(µkx)

||Jn(µkx)||٢x =
b٢

٢
[Jn(µkb)]

٢ +
µ٢kb

٢ − n٢

٢µ٢k
J٢
n(µkb)

=
١
٢µ٢k

[β٢
١b

٢ + µ٢kb
٢ − n٢]J٢

n(µkb). (٣۶ .۵)

کنیم یادآوری باید نیست. ساده ای موضوع ،µ برای (٣۵ .۵) معادلۀ حل ، به طورکل

اولیۀ مقدار مسئلۀ برای جواب ازآنجاکه باشند. داشته مشترک صفر نم توانند J ′
n و Jn که

تعیین برای را عددی روش های زیاد، احتمال به بنابراین، است، منحصربه فرد بسل معادلۀ

باشد، b در مرزی شرایط اگر یعن ،β١ = ٠ اگر ول گرفت. خواهیم نظر در µk

u′(b) = ٠, (٣٧ .۵)

نخست م شوند. مشخص µJ ′
n(µb) = ٠ معادلۀ ریشه های توسط ویژه مقادیر آن گاه

توجه است. u٠(x) = J(٠)٠ = ١ ویژۀ تابع و λ٠ = ٠ ویژۀ مقدار با متناظر ،µ٠ = ٠
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که همان طوری م کند. حل را (٢۶ .۵) معادلۀ نه (٢٧ .۵) معادلۀ تابع، این که باشید داشته

نیستند. معادل باشد، µ = ٠ اگر معادله دو این است، شده یاد این از پیش

J١(µkb) = ٠ معادل، به طور یا J ′
٠(µkb) = ٠ در باید µk ر دی مقادیر ،n = ٠ برای

دنبالۀ بنابراین، کند. صدق

µk = ξ١k/b, k = ١, ٢, ٣, · · · ,

مسئله، از باق مانده ویژۀ مقادیر درنتیجه، هستند. J١ مثبت ریشه های ξ١k که

λk =
ξ٢١k
b٢
, k ∈ N,

هستند: زیر ویژۀ توابع با متناظر

uk(x) = J٠(µkx), k ∈ N,

ویژه مقدار ی صفر آن گاه باشد، مثبت صحیح عدد n اگر ،(٣٧ .۵) مرزی شرط تحت

حل با را λk = µ٢k ویژۀ مقادیر و نیست

J ′
n(µkb) = ٠

صورت، هر در هستند. uk(x) = Jn(µkx) به صورت متناظر ویژۀ توابع م آوریم. به دست

م شود. محاسبه β١ = ٠ با (٣۶ .۵) فرمول از Jn نرم باشد، مثبت یا صفر n چه

توسط (x, y, z) دکارت مختصات با (r, θ, z) استوانه ای مختصات R٣ در .٢ .۵ .۵ مثال

x = rcosθ, y = rsinθ,



بسل ٢٧۴توابع

r =
√
x٢ + y٢,

استوانه ای مختصات در لاپلاس ر عمل م شود. π−مشخص < θ ≤ π ٠ ≤ r <∞ که

است: زیر به صورت

∆ =
∂٢

∂r٢
+

١
r

∂

∂r
+

١
r٢

∂٢

∂θ٢
+

∂٢

∂z٢
.

استوانه ای ناحیۀ

Ω = {(r, θ, z) : ٠ ≤ r < b,−π < θ ≤ π, ٠ < z < h},

لاپلاس معادلۀ در که u پتانسیل تابع ی جست وجوی در ما است. شده داده

∆u = urr + r−١ur + r−٢uθθ + uzz = ٠

م کنیم: فرض Ω مرز روی را زیر مقادیر و هستیم م کند، صدق ،Ω در

u(r, θ, ٠) = ٠, ٠ ≤ r ≤ b, − π < θ ≤ π,

u(b, θ, z) = ٠, − π < θ ≤ π, ٠ ≤ z ≤ h,

u(r, θ, h) = f(r), ٠ ≤ r ≤ b, − π < θ ≤ π.

است. معروف Ω در له دیری مسئلۀ به این

در ∆u = ٠ لاپلاس معادلۀ در که Ω دامنۀ در u تابع تعیین برای کل له، دیری مسئله

∂Ω روی تعریف شده معین تابع ی f که است م کند، صدق ∂Ω مرز روی u = f و Ω

جواب C٢(Ω) در مسئله م کنند، صدق مشخص منظم شرایط در f و ∂Ω وقت است.
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ببینید). را [١٣]) دارد تا ی

جواب

نیز Ω داخل که کنیم فرض م توانیم تقارن به وسیله است، θ از مستقل مرز روی u چون

کنید: فرض هم، از جدا متغیرهای از استفاده با است. θ از مستقل

u(r, z) = v(r)w(z), ٠ ≤ r ≤ b,

م آوریم: به دست لاپلاس معادلۀ در آن زین جای با و

v′′(r)w(z) + r−١v′(r)w(z) + v(r)w′′(z) = ٠.

م شود: منجر زیر معادلۀ دو به این

r٢v′′(r) + rv′(r) + µ٢r٢v(r) = ٠, (٣٨ .۵)

w′′(z)− µ٢(z) = ٠, (٣٩ .۵)

است ν = ٠ با بسل معادلۀ (٣٨ .۵) معادلۀ است. شده فرض −µ٢ جداسازی ثابت که

،v(b) = ٠ مرزی شرط تحت است. J٠(µr) ،٠ ≤ r ≤ b در آن پیوستۀ جواب که

قبل، مانند هستند. λk = µ٢k = (ξ٠k/b)
٢ ویژۀ مقادیر با متناظر J٠(µkr) ویژۀ توابع

هستند. J٠ مثبت ریشه های ξ٠١, ξ٠٢, ξ٠٣, · · ·

هستند؛ sinh(µkz) ،w(٠) = ٠ شرط تحت (٣٩ .۵) معادلۀ متناظر ویژۀ توابع

است: زیر به صورت اصل مسئلۀ ویژۀ توابع دنبالۀ ازاین رو،

uk(r, z) = J٠(µkr) sinh(µkz), k ∈ N.



بسل ٢٧۶توابع

زیر به صورت را معادله کل جواب ،z = h در ن ناهم مرزی شرط به کارگیری از پیش

م دهیم: یل تش

u(r, z) =
∞∑
k=١

ckuk(r, z).

م دهد: نتیجه u(r, h) = f(r) شرط اکنون،

f(r) =
∞∑
k=١

cksinh(µkh)J٠(µkr), (۴٠ .۵)

هموار قطعه به قطعه (٠, b) روی f اینکه فرض با است، f تابع فوریه‐بسل سری بسط که

م شوند: تعیین زیر به صورت بسط در ضرایب است.

ck sinh(µkh) =
١

||J٠(µkr)||٢r

∫ b

٠
f(r)J٠(µkr)rdr,

معمولا بسل توابع م کند. معین kمثبت صحیح اعداد همۀ به ازای را ها ck کامل به طور این و

م شوند ظاهر م شود استفاده استوانه ای مختصات هنگام که لاپلاس معادلۀ جواب در

م شود. گفته استوانه ای توابع آنها به بیشتر ازاین رو،

 

تمرین  ها

[٠, b] روی را
∑
ckJ٠(µkx) فوریه‐بسل سری بسط زیر، توابع از هری برای .٣٣ .۵

هستند. J٠(µb) = ٠ معادلۀ مثبت ریشه های µk که کنید مشخص

.f(x) = ١ الف)

.f(x) = x٢ ب)
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.f(x) = x پ)

.f(x) = b٢ − x٢ ت)

.f(x) =


١, ٠ < x < b/٢
١/٢, x = b/٢
٠, b/٢ < x < b.

ث)

ریشه های µk که دهید گسترش J٠(µkx) برحسب [٠, ١] روی را f(x) = ١ تابع .٣۴ .۵

هستند. J ′
٠ نامنف

ریشه های µk که دهید گسترش J١(µkx) برحسب [٠, ١] روی را f(x) = x تابع .٣۵ .۵

هستند. J١ مثبت

Jn(µkx) برحسب [٠, ١] روی را f(x) = xn ، n مثبت صحیح عدد هر به ازای .٣۶ .۵

هستند. J ′
n مثبت ریشه های µk که دهید گسترش

تابع که را
∑
ckJ١(µkx) سری ضرایب .٣٧ .۵

f(x) =

{
x, ٠ ≤ x ≤ ١
٠, ١ < x ≤ ٢

آیا هستند. J ′
١(٢µ) مثبت ریشه های µk که کنید مشخص م دهد، نمایش [٠, ٢] روی

است؟ نقطه  به نقطه [٠, ٢] روی نمایش

است، (٢٨ .۵) مرزی شرط با (٢٧ .۵) بسل معادلۀ ویژۀ مقدار ی ٠ که دهید نشان .٣٨ .۵

.ν > ٠ که هست xν متناظر ویژۀ تابع و ،β١/β٢ = −ν/b اگر تنها و اگر

زیر به صورت (r, θ) قطبی مختصات در مستدیر هموار صفحۀ روی گرما معادلۀ .٣٩ .۵

است:

ut = k(urr +
١
r
ur +

١
r٢
uθθ).



بسل ٢٧٨توابع

صفحه لبۀ اگر است. ٠ ≤ r < ١ و ندارد بستگ θ به u = u(r, t) دمای که کنید فرض

نشان هم از جدا متغیرهای از استفاده با باشد، شده حفظ t > ٠ هر به ازای صفر دمای در

م شود: تعیین زیر رابطۀ توسط صفحه روی دما ،r ∈ [٠, ١) هر به ازای که دهید

u(r, t) =
∞∑
n=١

cne
−µ٢

nktJ٠(µnr) t > ٠, (۴١ .۵)

هستند. J٠ مثبت ریشه های µn که

کنید ثابت باشد، u(r, ٠) = f(r) ،٣٩ .۵ تمرین در صفحه روی اولیه دمای اگر .۴٠ .۵

م شود: تعیین زیر رابطۀ توسط (۴١ .۵) در بسل فوریه‐ ضرایب که

cn =
٢

J٢
١ (µn)

∫ ١

٠
f(r)J٠(µnr)rdr.

موج معادلۀ برحسب مورب به طور نازک کشسان مستدیر پوستۀ ی .۴١ .۵

utt = c٢(urr +
١
r
ur), ٠ ≤ r < R, t > ٠,

اولیۀ شرایط و باشد u(R, t) = ٠ ،t > ٠ همۀ به ازای مرزی شرط اگر م یابد. نوسان

u(r, ٠) = f(r), ut(r, ٠) = g(r), ٠ ≤ r < R,

t > ٠ ، r ∈ [٠, R) هر به ازای Jn برحسب را u(r, t) کران دار جواب ل ش باشد،

کنید. مشخص



۶ فصل

فوریه تبدیل

م دهد نشان اخیر فصل سه بود. اشتروم‐لیوویل نظریۀ گذشته، فصل های اصل موضوع

طریق از چه ،L٢ برای پایه ای به عنوان اشتروم‐لیوویل مختلف مسائل ویژه توابع ونه چ که

را فوریه انتگرال فصل، این در م رود. کار به تعمیم یافته اش نسخه یا معمول فوریۀ سری 

با را آن رد عمل شیوۀ و م کنیم معرف کلاسی فوریۀ سری از حدی حالت ی به عنوان

کارایی فوریه سری ر دی که R روی نامتناوب توابع نمایش برای روش به عنوان معین شرایط

فوریه سری های نظریۀ  گسترش به بعدی، فصل و فصل این در م دهیم. نشان ندارد، را لازم

م پردازیم. نامتناوب توابع برای

فوریه تبدیل ١ .۶

به ازای (−l, l) برای آن حدود است واضح است. L٢ تابع ی f : R → C م کنیم فرض

سری با را f م توانیم همیشه (−l, l) فاصلۀ  روی م گیرد. قرار L٢(−l, l) در ،l > ٠ هر



فوریه ٢٨٠تبدیل

دهیم: نمایش زیر فوریۀ 

f(x) =
∞∑

n=−∞

cne
inπx/l, (١ .۶)

cn =
١
٢l

∫ l

−l

f(x)e−inπx/ldx, n ∈ Z. (٢ .۶)

را (٢ .۶) و (١ .۶) معادله های م توان ξn = n∆ξ = nπ/l و ∆ξ = π/l قراردادن، با

نوشت: زیر به صورت

f(x) =
١
٢π

∞∑
n=−∞

C(ξn)e
iξnx∆ξ, (٣ .۶)

C(ξn) = ٢lcn =

∫ l

−l

f(x)e−iξnxdx. (۴ .۶)

افزایش R به (−l, l) تناوب دورۀ دهیم اجازه اگر یعن ،l → ∞ کنید فرض اگر اکنون،

متغیر ی به عنوان بیشتر ξn گسستۀ متغیر آن گاه دهد دست از را تناوبش f به طوری که یابد

به (۴ .۶) فرمول و کرد خواهد رفتار ξ حقیق

C(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx. (۵ .۶)

کرد. خواهد میل

درحد که است ریمان مجموع ی شبیه بسیار ،(٣ .۶) رابطۀ راست سمت ر، دی ازطرف

انتگرال به است، l → ∞ وقت

f(x) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
c(ξ)eixξdξ (۶ .۶)
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،f فوریۀ تبدیل م شود، تبدیل c(ξ) تابع به cn فوریۀ ضرایب بنابراین، م شود. نزدی

زین جای (۶ .۶) فوریۀ انتگرال با است، (−l, l) روی f نمایانگر که (١ .۶) فوریۀ سری و

م دهند. نشان (−∞,∞) روی را f تابع احتمالا که م شوند

اثبات را (۶ .۶) و (۵ .۶) فرمول های درست که ندارد قصد بالا، در توصیف شده روند

محتمل استدلال معنای به این باشد. داشته وجود است ن مم (۵ .۶) در انتگرال حت کند،

(نامتناوب) تابع نمایش برای م تواند که است (۵ .۶) فوریه تبدیل تعریف در انگیزه ایجاد برای

توابع نمایش برای سوم فصل در که شیوه همان به شود، استفاده (۶ .۶) انتگرال توسط f

گرفت. قرار استفاده مورد دوره ای

f : I → C توابع مجموعۀ  نشان دادن برای L١(I) نماد از ،I حقیق فاصلۀ هر برای

به طوری که م کنیم، استفاده

∫
I

|f(x)|dx <∞.

تابع هر به ویژۀ و I روی انتگرال پذیر تابع هر باشد، کران دار بازۀ ی I اگر بنابراین،

این، بر افزون دارد. تعلق L١(I) به پیوسته، قطعه به قطعه

xα ∈ L٠)١, ١) ⇔ α > −١,

xα ∈ L(∞,١)١ ⇔ α < −١.

ن مم ببینید)، را ۴۴ .١ (تمرین (٠,∞) روی sinx/x مانند تابع ی نباشد، کران دار I اگر

همین به ناسره). مفهوم (در باشد انتگرال پذیر باشد، داشته تعلق L١(I) به آنکه بدون است

توابع (I)L١به عنوان تابع به است، بی کران I وقت که ، سردرگم از جلوگیری منظور به دلیل،
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است ساده مسئلۀ ی این ،L٢(I) با که همان طور م کنیم. اشاره I روی انتگرال پذیر مطلقاً

است. خط فضای ی نیز L١(I) کنیم بررس که

f̂ : R → C تابع به صورت f فوریۀ تبدیل ،f ∈ L١(I) هر به ازای .١. ١ .۶ تعریف

ناسره، انتگرال با شد. تعریف

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx. (٧ .۶)

استفاده f فوریۀ تبدیل نشان دادن برای f̂ جای به F (f) نماد از همچنین، م کنیم. تعریف را

م کنیم.

داریم: وضوح به است، |eiξx| = ١ چون

|f̂(ξ)| ≤
∫ ∞

−∞
|f(x)|dx <∞,

انتگرال، خط بودن با است. R روی کران دار تابع ی f̂ ، یعن

F (c١f١ + c٢f٢) = c١F١(f١) + c٢F (f٢)

F : f → f̂ فوریۀ تبدیل که است معن این به ،f١, f٢ ∈ L١(R) و c١, c٢ ∈ C هر به ازای

است. خط

کنید: فرض ،a مثبت ثابت هر به ازای .١. ٢ .۶ مثال

fα(x) =

{
١ |x| ≤ a
٠ |x| > a.
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سپس

f̂a(ξ) =

∫ a

−a

e−iξxdx =
١

−iξ
(e−iξx − eiξx) =

٢
ξ
sin aξ,

lima→∞ f̂a(ξ) باشید داشته توجه است. شده داده نشان (١ .۶) ل ش در که گونه همان 

ندارد. قرار L١(R) در f(x) = ١ و ندارد وجود

fα(x) تابع :١ .۶ ل ش

ببینید): را ٢ .۶ ل (ش داریم f(x) = e−|x| تابع دربارۀ .١. ٣ .۶ مثال

f̂a(ξ) =

∫ ٠

−∞
exe−iξxdx+

∫ ∞

٠
e−xe−iξxdx

=
١

١− iξ
+

١
١+ iξ

=
٢

١+ ξ٢
.

فوریۀ تبدیل که دیدیم ،(f ∈ L١(R) وقت ، (یعن است انتگرال پذیر R روی |f | وقت که

ی به نتیجه این است. پیوسته f̂ که کنیم ثابت م توانیم همچنین، ول است، کران دار f̂

استوار م کنیم، بیان زیر در که لب تسلط رایی هم قضیۀ نام به حقیق آنالیز مشهور قضیۀ

است.
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f(x) = e−|x| تابع :٢ .۶ ل ش

بازۀ  ی I که است L١(I) در توابع از دنباله ای (fn : n ∈ N) کنید فرض .۴ .١ .۶ قضیه

مثبت ثابت ی اگر باشد. نقطه ای رای هم I روی fn → f کنید فرض و است حقیق

،x ∈ I هر به ازای به طوری که باشد، داشته وجود g ∈ L١(I)

|fn(x)| ≤ g(x), n ∈ N,

و f ∈ L١(I) آن گاه

lim
n→∞

∫
I

fn(x)dx =

∫
I

f(x)dx.

لب انتگرال پذیری مفهوم آن در که کرد پیدا [١۴] یا [١] در م توان را قضیه این اثبات

اندازه همان به م شوند، تعبیر ریمان انتگرال به عنوان انتگرال ها وقت ول است، شده ارائه

است. متناه I باز ۀ که باشید داشته توجه هستند. معتبر

(ξn) کنید فرض و است حقیق عدد ی ξ کنید فرض ،f̂ پیوسته بودن اثبات برای

چون راست. هم ξ به که است دنباله ای

|f̂(ξn)− f̂(ξ)| ≤
∫ ∞

−∞
|e−iξnx − e−iξx||f(x)|dx,

|e−iξnx − e−iξx||f(x)| ≤ ٢|f(x)| ∈ L١(R),
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و

lim
n→∞

|e−iξnx − e−iξx| = ٠.

م دهد: نتیجه ۴ .١ .۶ قضیۀ

lim
n→∞

|f̂(ξn)− f̂(ξ)| ≤ lim
n→∞

∫ ∞

−∞
|e−iξnx − e−iξx||f(x)|dx

=

∫ ∞

−∞
lim
n→∞

|e−iξnx − e−iξx||f(x)|dx

= ٠.

داریم نیاز زیر نتیجۀ به است، |ξ| → ∞ وقت f̂(ξ) رفتار مطالعۀ برای ترتیب، این به

است. معروف ( (ریمان‐لب لم به که

است. R روی هموار قطعه به قطعه تابع ی f م کنیم فرض .۵ .١ .۶ لم

آن گاه باشد، کران دار فاصله ی [a, b] اگر (١)

lim
|ξ|→∞

∫ b

a

f(x)eiξxdx = ٠.

آن گاه ،f ∈ L١(R) اگر (٢ )

lim
|ξ|→∞

∫ ∞

−∞
f(x)eiξxdx = ٠.

که هستند (a, b) روی f ′ و f ناپیوستگ نقاط xn, · · · , x٢, x١ کنید فرض (١) برهان.

داریم: پس ،b = xn+١ و a = x٠ کنید فرض و گرفته اند قرار ∫به ترتیب b

a

f(x)eiξxdx =
k=n∑
k=٠

∫ xk+١

xk

f(x)eiξxdx.
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،k هر به ازای که کنیم ثابت است کاف

lim
|ξ|→∞

∫ xk+١

xk

f(x)eiξxdx = ٠.

داریم: جزءبه جزء انتگرال گیری با

∫ xk+١

xk

f(x)eiξxdx =
١
iξ
f(x)eiξx|xk+١

xk
− ١
iξ

∫ xk+١

xk

f ′(x)eiξxdx,

م کند. میل صفر به است، ξ → ±∞ وقت وضوح به معادله این راست سمت و

عدد پس است انتگرال پذیر (−∞,∞) روی |f | چون باشد. مثبت عدد ϵ کنید فرض (٢)

به طوری که دارد وجود L مانند مثبت

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x)eiξxdx−

∫ L

−L

f(x)eiξxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x|>L

|f(x)|dx < ϵ

٢
.

هر به ازای به طوری که دارد؛ وجود K مانند مثبت عدد که م دانیم ،(١) قسمت از ول

داریم: ،|ξ| > K

∣∣∣∣∫ L

−L

f(x)eiξxdx

∣∣∣∣ < ϵ

٢
.

است. |
∫∞
−∞ f(x)eiξxdx| < ϵ آن گاه باشد، ،|ξ| > K اگر نتیجه، در

کرده ایم. اثبات را (۶ .١ .۶) قضیۀ بنابراین،
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فوریۀ تبدیل ،f ∈ L١(R) هر به ازای .۶ .١ .۶ قضیه

f̂(x) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx

آن گاه باشد، هموار قطعه به قطعه f اگر این، بر افزون است. R روی کران دار پیوستۀ تابع ی

داریم:

lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = ٠. (٨ .۶)

۵ .١ .۶ لم شود، زین جای sin ξx یا cos ξx توسط eiξx درصورت که .١ .١. ٧ .۶ تبصره

است. معتبر بسیار

است، انتگرال پذیر صرفاً |f | که ضعیف تری شرط تحت درحقیقت ( (ریمان‐لب لم .٢

هر در کنید). مراجعه [١۶] به مثال (برای دارد نیاز بیشتر کار به آن اثبات ول است، برقرار

م شود استفاده وضعیت هایی در ۵ .١ .۶ لم زیرا نداریم، نیاز کل تر نتیجه این به ما صورت،

است. هموار قطعه به قطعه f م شود فرض که قضیه) اثبات (مانند

قطعه به قطعه فرض بدون f ∈ L١(R) هر به ازای (٨ .۶) معادلۀ بالا، تبصرۀ به توجه با .٣

است. برقرار همواربودن

دادیم، نمایش (۵ .۶) در C با که f̂ فوریۀ تبدیل که کردیم اشاره فصل این مقدمۀ در ما

بازی م دهد دست از را متناوب بودنش تابع، وقت که را f متناوب تابع فوریۀ ضرایب نقش

ضرایب رفتار با مطابق ξ → ±∞ وقت که f̂(ξ) → ٠ مجانبی رفتار ازاین رو، م کند.

را f̂ اساس ویژگ های از برخ ۶ .١ .۶ قضیۀ اگرچه است. n → ±∞ وقت cn فوریه

۶ .١ .۶ معادلۀ توسط که همان طور f نمایش در آن نقش درمورد هیچ چیز ول م کند، بیان
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نم گوید. چیزی زیر، فرمول درست مثلا شده، پیشنهاد

f(x) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eixξdξ. (٩ .۶)

وجود است ن مم انتگرال این م شود. نامیده f فوریۀ انتگرال معادله، این راست سمت

سرعت با آنکه ر م کند؛ میل صفر به |ξ| → ∞ وقت f̂(ξ) تابع اگر حت باشد، نداشته

برابری باشد، داشته وجود فوریه انتگرال اگر حت این، بر افزون کند. میل صفر به کاف

است. بعدی بخش موضوع این نباشد. برقرار R روی نقطه به نقطه است ن مم (٩ .۶)

تمرین ها

کنید. تعیین را زیر توابع از هری فوریۀ تبدیل .١ .۶

.f(x) =
{

١− |x|, |x| ≤ ١
٠, |x| > ١ الف)

.f(x) =
{

cosx |x| ≤ π
٠ |x| > π

ب)

.f(x) =
{

١ ٠ ≤ x ≤ ١
٠ وگرنه ج)

که کنید ثابت یرید، ب نظر در را f : I → C تابع .٢ .۶

است. f ∈ L١(I) آن گاه ،f ∈ L٢(I) و باشد کران دار I اگر الف)

است. f ∈ L٢(I) گاه آن ،f ∈ L١(I) و باشد کران دار f اگر ب)

که کنید فرض و هستند حقیق فاصله های J و I که ϕ : I × J → C کنید فرض .٣ .۶

هر به ازای I روی ϕ(٠, ξ) اگر است. J روی پیوسته تابع ی ϕ(x, ٠) ،x ∈ I هر به ازای

هر به ازای به طوری که باشد، داشته وجود g ∈ L١(I) مثبت تابع و باشد انتگرال پذیر ξ ∈ J

که کنید ثابت تسلط رایی هم قضیۀ از استفاده با ،|ϕ(x, ξ)| ≤ g(x) ،ξ ∈ J و x ∈ I
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است. پیوسته J روی F (ξ) =
∫
I
ϕ(x, ξ)dx تابع

باشد، پیوسته قطعه به قطعه J روی ϕ(x, ٠) اگر ،٣ .۶ تمرین مفروض های کم با .۴ .۶

است. پیوسته قطعه به قطعه J روی F کنید ثابت

بعض برای و باشد دیفرانسیل پذیر J روی (٣ .۶) تمرین در ϕ(x, ٠) تابع اگر .۵ .۶

آن مشتق و است دیفرانسیل پذیر F که کنید ثابت ،|ϕξ(x, ٠)| ≤ h(x) ،h ∈ L١(x)

نیز F ′ که کنید ثابت باشد، پیوسته J روی ϕξ اگر است.
∫
I
ϕξ(x, ξ)dx مساوی F ′(ξ)

ψn(x, ξ) = (ξn−ξ)−١[ϕ(x, ξn)− ،ξ ∈ J هر به ازای راهنمایی: است. پیوسته J روی

روی |ψn(x, ξ)| ≤ |h(x)| نتیجه گیری، برای .ξn → ξ وقت ϕ(x, ξ)] → ϕξ(x, ξ)

کنید. استفاده میانگین مقدار قضیۀ  از I × J

،ξ > ٠ هر به ازای زیر برابری از استفاده با .۶ .۶

∫ ∞

٠
e−ξxdx =

١
ξ
,

،a مثبت عدد هر به ازای که، دهید نشان

∫ ∞

٠
xne−ξxdx =

n!

ξ
, ξ ≥ a, n ∈ N.

n! = Γ(n + ١) رابطۀ به دهیم، قرار آخر معادلۀ  در را ξ = ١ اگر باشید داشته توجه

م رسیم.

گاما تابع که یرید ب نتیجه ۵ .۶ و ٣ .۶ تمرین های از استفاده با .٧ .۶

Γ(ξ) =

∫ ∞

٠
e−xeξ−١dx
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آن ام n مشتق و است پیوسته ٠ < a < b <∞ هر به ازای [a, b] روی

Γ(n)(ξ) =

∫ ∞

٠
e−x d

n

dξn
(xξ−١)dx

است. Γ ∈ C∞(٠,∞) که یرید ب نتیجه این از است. پیوسته [a, b] روی نیز

در که است له دیری هستۀ Dn که کنید استفاده زیر حدود ارزیابی برای ۵ .١ .۶ لم از .٨ .۶

شد. تعریف (٣. ٢) قسمت

limn→∞
∫ π/٢
−π/٢Dn(x)dx الف)

limn→∞
∫ π/٢
٠ Dn(x)dx ب)

limn→∞
∫ π/٢
π/۶ Dn(x)dx ج)

که کنید فرض و باشند هموار قطعه به قطعه توابع (a, b) روی g و f کنید فرض .٩ .۶

جزءبه جزء انتگرال از استفاده با را زیر فرمول هستند. ناپیوستگ شان نقاط xn, · · · , x١

کنید. ∫ثابت b

a

f(x)g′(x)dx = f(b−)g(b−)− f(a+)g(a+)

−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx+
n−١∑
k=١

[f(x−k+١)g(x
−
k+١)− f(x+k )g(x

+
k )].

فوریه انتگرال ٢ .۶

مشخص را فوریه تبدیل برای معکوس فرمول که است ٢. ٣ .۶ قضیۀ بخش، این اصل نتیجۀ

ناسره انتگرال ارزیابی به وابسته قضیۀ اثبات ∫م کند. ∞

٠

sinx

x
dx
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انتگرال این دهیم نشان اینکه برای است. شده شناخته له دیری انتگرال به عنوان که است

م نویسیم: دارد، وجود

∫ ∞

٠

sinx

x
dx =

∫ ١

٠

sinx

x
dx+ lim

b→∞

∫ b

١

sinx

x
dx. (١٠ .۶)

صدق ٠ ≤ sinx
x

≤ ١ رابطه در آن که است، کران دار و پیوسته (٠, ١] روی sinx
x

تابع چون

جزءبه جزء انتگرال از استفاده با دارد. وجود (١٠ .۶) راست سمت از نخست انتگرال م کند،

داریم: دوم، انتگرال در

∫ b

١

sinx

x
dx = cos ١− cos b

b
−
∫ b

١

cosx

x٢
dx.

که باشید داشته توجه

∣∣∣∣∫ b

١

cosx

x٢
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

١

∣∣∣cosx
x٢

∣∣∣ dx
≤
∫ b

١

١
x٢
dx

≤ ١− ١
b
.

راست هم
∫∞
١ ( sinx

x
)dxانتگرال ازاین رو، است؛ موجود limb→∞

∫ b

١ (
cosx
x٢

)dx که م بینیم

شده رسم ٣ .۶ ل ش در sinx
x

انتگرال ببینید). را ۴۴ .١ تمرین زین، جای روش ی (برای

است.

م کنیم. تعیین را مقدارش دارد، وجود له دیری انتگرال م دانیم که اکنون
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sinx
x

تابع :٣ .۶ ل ش

.٢. ١ .۶ ∫لم ∞

٠

sinx

x
dx =

π

٢
. (١١ .۶)

تابع برهان.

f(x) =

{
١
x
− ١

٢ sin ١
٢x
, ٠ < x ≤ π

٠, x = ٠.

روی دو هر آن مشتق و f کنیم بررس که است ساده ای موضوع این م کنیم. تعریف را

داریم: ،۵ .١ .۶ لم از استفاده با هستند. پیوسته [٠, π]

lim
|ξ|→∞

∫ π

٠
f(x) sin ξxdx = ٠. (١٢ .۶)

داشت: خواهیم بنابراین،

∫ ∞

٠

sinx

x
dx = lim

ξ→∞

∫ πξ

٠

sinx

x
dx
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= lim
ξ→∞

∫ π

٠

sin ξx

x
dx

= lim
ξ→∞

١
٢

∫ π

٠

sin ξx

sin ١
٢x
dx.

(١٢ .۶) توسط

= lim
n→∞

١
٢

∫ π

٠

sin(n+ ١
٢)x

sin ١
٢x

dx.

برم گردیم: له دیری هستۀ تعریف به

Dn(x) =
١
٢π

n∑
k=−n

eikx,

م نویسیم: ٣. ٢. ٣ لم از استفاده با و

Dn(x) =
١
٢π

sin(n+ ١
٢)x

sin ١
٢x

.

که م گیریم نتیجه (٣. ١٧) معادلۀ از استفاده با ما

∫ ∞

٠

sinx

x
dx = lim

n→∞
π

∫ π

٠
Dn(x)dx =

π

٢
.

تعریف شده تابع است، پیوسته ξ ∈ R و x > ٠ دوی هر به نسبت sinx
x

تابع اگرچه

ناسره انتگرال توسط

K(ξ) =

∫ ∞

٠

sinx

x
dx
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برای ξ = ٠ در

k(ξ) =


π/٢ ξ > ٠
٠ ξ = ٠
−π/٢ ξ < ٠

نیست. پیوسته

(کران دار) تسلط (∞,٠)L١تحت در تابع توسط | sin ξx/x| تابع که است آن معنای به این

انتگرال پذیر (٠,∞) روی | sin ξx/x| که م شود ناش واقعیت این از وضوح به که نیست،

فوریه سری رایی هم مشابه داریم، اینجا در ما که وضعیت ببینید). را ۴۴ .١ (تمرین نیست

∞∑
n=١

sinnξ

n

گفته مقایسه، این براساس نیست. نواخت ی آن رایی هم زیرا است، ناپیوسته تابع ی به

ناسرۀ انتگرال م شود

F (ξ) =

∫ ∞

a

ϕ(x, ξ)dx

N > a عدد مفروض، ϵ > ٠ هر به ازای اگر م شود را هم نواخت ی به طور I بازۀ روی

داریم: ،ξ ∈ I هر به ازای به طوری که باشد، داشته وجود

b > N ⇒
∣∣∣∣F (ξ)− ∫ b

a

ϕ(x, ξ)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

b

ϕ(x, ξ)dx

∣∣∣∣ < ϵ.

است. ξ از مستقل و دارد بستگ ϵ به N عدد

برای را زیر آزمون سری، نواخت ی رایی هم برای ‐وایراشتراس M آزمون با برابر

واگذار خواننده به تمرین به عنوان را آن اثبات داریم. ناسره انتگرال های نواخت ی رایی هم

م کنیم.
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g ∈ L١(a,∞) تابع که کنید فرض و ϕ : [a,∞) × I → C کنید فرض .٢. ٢ .۶ لم

صورت، این در .|ϕ(x, ξ)| ≤ g(x) ،I فاصلۀ در ξ هر به ازای به طوری که دارد، وجود

راست. هم نواخت ی به طور I روی
∫∞
a
ϕ(x, ξ)dx انتگرال

اگر این، بر افزون و کند صدق I = [α, β] با ٢. ٢ .۶ لم شرایط در ϕ(x, ξ) تابع اگر

تابع آن گاه باشد، پیوسته [α, β] روی ϕ(x, ٠) ،x ∈ [٠,∞) هر به ازای

F (ξ) =

∫ ∞

a

ϕ(x, ξ)dx

داریم: و (٣ .۶ (تمرین است پیوسته [α, β] روی ∫نیز β

α

F (ξ)dξ =

∫ ∞

a

∫ β

α

ϕ(x, ξ)dξdx. (١٣ .۶)

نواخت ی رایی هم b→ ∞ وقت که م شود نتیجه واقعیت این از ∫این b

a

ϕ(x, ξ)dx→ F (ξ)

به طوری که دارد، وجود N > ٠ ، ϵ > ٠ هر به ازای که م کند ایجاب

b ≥ N ⇒
∣∣∣∣F (ξ)− ∫ b

a

ϕ(x, ξ)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

b

g(x)dx < ϵ

⇒
∣∣∣∣∫ β

α

F (ξ)dξ −
∫ b

a

∫ β

α

ϕ(x, ξ)dξdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ β

α

F (ξ)dξ −
∫ β

α

∫ b

a

ϕ(x, ξ)dxdξ

∣∣∣∣ ≤ ϵ(β − α).

انتگرال در را انتگرال گیری ترتیب م توانیم ،٢. ٢ .۶ لم مفروض های تحت ر، دی بیان به

دهیم: تغییر زیر ∫دوگانۀ ∞

a

∫ β

α

ϕ(x, ξ)dξdx =

∫ β

α

∫ ∞

a

ϕ(x, ξ)dxdξ.
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باق معتبر است، انتگرال پذیر [α,∞] روی F آنکه شرط به β → ∞ وقت برابری این

م ماند.

بتوانیم که باشیم داشته انتظار باید ما آن، منطق نتیجه گیری با فوریه سری با مقایسه در

متناوب تابع ی که ترتیبی همان به کنیم؛ بازسازی f̂ تبدیل شناخت از تنها را f تابع L١

و ۵ .٣. ٢ تبصرۀ براساس ،(۴ .٣. ٢ قضیۀ م شود.(طبق تعیین فوریه اش ضرایب به وسیلۀ

م نویسیم: (۶ .۶) معادلۀ

f(x) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eixξdξ.

نم شویم. دور خیل مشخص شده حالت از ما است، f پیوستگ نقطۀ ی x اینکه فرض با

(−∞,∞) روی است ن مم است، کران دار و پیوسته |f̂ | اگرچه که است این مسئله تنها

تابع رفتار ها، از برخ نباشد. را هم است ن مم بالا انتگرال به طوری که نباشد، انتگرال پذیر

سپس و م شود، رایی هم باعث انتگرال زیر تابع در .e−ϵ٢ξ٢/٢ مانند م کنند، معرف را میرا

معرف برش تابع ی اینجا یرید. ب نظر در است، ϵ → ٠ وقت را حاصل انتگرال حد

فوریۀ سری نمایش توسط این از پیش که م کنیم

f(x) = lim
N→∞

N∑
n=−N

Cne
inx, (١۴ .۶)

است. شده داده توضیح ۴ .٢ .۶ تبصرۀ در و است شده پیشنهاد

توسط L١ تابع نمایش برای را زیر اساس قضیۀ فوریه، سری  برای ۴ .٣. ٢ قضیۀ مطابق

داریم. فوریه انتگرال
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اگر است. L١(R) در هموار قطعه به قطعه تابع ی f کنید فرض .٢. ٣ .۶ قضیه

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx, ξ ∈ R, (١۵ .۶)

،x ∈ R هر به ازای آن گاه

lim
L→∞

١
٢π

∫ L

−L

f̂(ξ)eixξdξ =
١
٢
[f(x+) + f(x−)]. (١۶ .۶)

معادلۀ مفهوم و معنا دربارۀ مهم مشاهدات از برخ است شایسته قضیه، این اثبات از پیش

یریم. ب نظر در را (١۶ .۶)

حد .١ .۴ .٢ .۶ تبصره

lim
L→∞

١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eixξdξ (١٧ .۶)

ناسره، انتگرال کوش اصل مقدار

١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eixξdξ = lim

a
−−−→
b→∞−∞

١
٢π

∫ b

a

f̂(ξ)eixξdξ, (١٨ .۶)

داشته وجود است ن مم است، مشهور که گونه همان  ،(١٧ .۶) محدودشده حد است.

آن گاه یرد ب قرار L١(R) در f̂ اگر باشد. نداشته وجود (١٨ .۶) کل تر حد اگر حت باشد،

برابرند. باهم حد دو

توسط x ناپیوستگ نقطۀ هر در f اگر .٢

f(x) =
١
٢
[f(x+) + f(x−)], (١٩ .۶)
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م شود: (١۶ .۶) آن گاه باشد، تعریف  شده

f(x) = lim
L→∞

١
٢π

∫ L

−L

f̂(ξ)eixξdx = F−١(f̂),

است. f̂ فوریۀ انتگرال یا ،f̂ معکوس فوریۀ تبدیل که

تبدیل هردو (١۶ .۶) و (١۵ .۶) معادله های باشد، برقرار (١٩ .۶) و f̂ ∈ L١(R) وقت که .٣

f̂(ξ) = F (f)(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx,

f(x) = F−١(f̂) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eixξdξ,

تعریف کتاب ها از برخ م کنند. تعریف م دهد، نشان را تقارن از بالایی درجۀ که نمایش

f̂(ξ) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixξdx,

از

f(x) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eiξxdξ,

نمادهای از طبیع توسعۀ ی ما تعریف م رسند. کامل تقارن به ترتیب این به و م پذیرند را

است. فوریه سری  در استفاده مورد

معتبر (١٩ .۶) معادلۀ اینکه فرض با م کند، ایجاب را f = ٠ (١۶ .۶) آن گاه f̂ = ٠ اگر .۴

هموار قطعه به قطعه توابع روی تعریف شده ،F فوریۀ تبدیل که است آن معنای به این است.

است. ی به ی ،L١(R) در
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برهان.

∫ L

−L

f̂(ξ)eixξdξ =

∫ L

−L

[

∫ ∞

−∞
f(y)e−iξydy]eixξdξ

=

∫ ∞

−∞

∫ L

−L

f(y)eiξ(x−y)dξdy,

تابع چون

f(y)eiξ(x−y)

نسبت انتگرال گیری ترتیب تغییر برای (١٣ .۶) معادلۀ از م کند. صدق ٢. ٢ .۶ لم شرایط در

م آوریم: به دست ،ξ به نسبت انتگرال گیری با م  کنیم. استفاده ξ و y به

∫ L

−L

f̂(ξ)eixξdξ = ٢
∫ ∞

−∞

sin ∗(L(x− y))

x− y
f(y)dy

= ٢
∫ ∞

−∞

sin(Lη)

η
f(x+ η)dη. (٢٠ .۶)

f(x+η)
η

، η از تابع ی به عنوان است. دلخواه مثبت عدد δ که کنید فرض اکنون

است، انتگرال پذیر (−∞,−δ]
⋃
[δ,∞) روی آن مطلق قدر و است هموار قطعه به قطعه

م گیریم: نتیجه ۵ .١ .۶ لم از استفاده با لذا

lim
L→∞

∫
|η|≥δ

sin(Lη)

η
f(x+ η)dη = ٠.

داریم است، L→ ∞ وقت (٢٠ .۶) معادلۀ طرف دو از حدگیری با

lim
L→∞

∫ L

−L

f̂(ξ)eixξdξ = ٢ lim
L→∞

∫ δ

−δ

sin(Lη)

η
f(x+ η)dη
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= ٢ lim
L→∞

∫ δ

٠

sin(Lη)

η
[f(x+ η) + f(x− η)]dη.

ول

lim
L→∞

∫ δ

٠

sinLη

η
f(x+ η)dη = lim

L→∞

∫ δ

٠
sinLη

f(x+ η)− f(x+)

η
dη

+ lim
L→∞

f(x+)

∫ δ

٠

sinLη

η
dη.

م کند: ایجاب ۵ .١ .۶ لم اکنون

lim
L→∞

∫ δ

٠
sinLη

f(x+ η)− f(x+)

η
dη = ٠,

م دهد: نتیجه ٢. ١ .۶ لم و

lim
L→∞

∫ δ

٠

sinLη

η
dη =

∫ ∞

٠

sinx

x
dx =

π

٢
,

ازاین رو،

lim
L→∞

∫ δ

٠

sinLη

η
f(x+ η)dη =

π

٢
f(x+).

مشابه، به طور

lim
L→∞

∫ δ

٠

sinLη

η
f(x− η)dη =

π

٢
f(x−).

درنتیجه،

lim
L→∞

∫ L

−L

f̂(ξ)eixξdξ = π[f(x+) + f(x−)],

م آید. به دست مطلوب برابری ،٢π بر معادله تقسیم از پس و



فوریه٣٠١ انتگرال ٢ .۶

حدودی تا آن اگرچه است. توجه قابل بسیار ٢. ٣ .۶ و ۵ .٣. ٢ قضایای بین شباهت

استفاده ۴ .٣. ٢ قضیۀ اثبات و اظهارت در فوریه سری مثلثات ل ش که حقیقت این به وسیله 

نمایی ل ش از جمله هایی در ٢. ٣ .۶ قضیۀ درحال که است. شده مبهم و پیچیده بود شده

قضیۀ در فرمول ها که م شود ارتر آش وقت تطابق است. شده بیان فوریه انتگرال و تبدیل

شوند. ارائه زیر نمایی ل ش به ۴ .٣. ٢

cn =
١
٢π

∫ π

−π

f(x)e−ixξdx,

lim
N→∞

N∑
n=−N

cne
inx =

١
٢
[f(x+) + f(x−)].

eiθ = cos θ+i sin θ اویلر رابطۀ از به راحت ٢. ٣ .۶ قضیۀ مثلثات ل ش ر، دی طرف از

هر در که است حقیق هموار قطعه به قطعه تابع f ∈ L١(R) کنید فرض م شود. گرفته

در ناپیوستگ نقطۀ

f(x) =
١
٢
[f(x+) + f(x−)].

دارد: را زیر فوریۀ تبدیل تابع چنین م کند. صدق

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx

=

∫ ∞

−∞
f(x) cos ξxdx− i

∫ ∞

−∞
f(x) sin ξxdx

= A(ξ)− iB(ξ), (٢١ .۶)

که

A(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x) cos ξxdx, (٢٢ .۶)
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B(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x) sin ξxdx, ξ ∈ R, (٢٣ .۶)

هستند. f کسینوس و سینوس فوریۀ تبدیل های به ترتیب،

دهیم: نشان زیر به صورت را f(x) م توانیم ٢. ٣ .۶ قضیۀ از اکنون

f(x) = lim
L→∞

١
٢π

∫ L

−L

[A(ξ)− iB(ξ)]eixξdξ.

داریم: است، فرد B(ξ) و زوج A(ξ) چون

f(x) = lim
L→∞

١
٢π

∫ L

−L

[A(ξ) cos xξ − iB(ξ) sin xξ]dξ

= lim
L→∞

١
π

∫ L

٠
[A(ξ) cos xξ − iB(ξ) sin xξ]dξ

=
١
٢π

∫ ∞

٠
[A(ξ) cos xξ − iB(ξ) sin xξ]dξ, x ∈ R. (٢۴ .۶)

و (٢٢ .۶) تبدیل دو هر و B(ξ) = ٠ م کند ایجاب (٢٣ .۶) آن گاه باشد، زوج f اگر

درم آیند: زیر به صورت (٢۴ .۶)

A(ξ) = ٢
∫ ∞

٠
f(x) cos ξxdx, (٢۵ .۶)

f(x) =
١
π

∫ ∞

٠
A(ξ) cos xξdξ. (٢۶ .۶)

م آوریم: به دست و A(ξ) = ٠ آن گاه باشد، فرد f اگر

B(ξ) = ٢
∫ ∞

٠
f(x) sin ξxdx, (٢٧ .۶)

f(x) =
١
π

∫ ∞

٠
B(ξ) sin xξdξ. (٢٨ .۶)
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نمایش در bn و an برای متناظر فرمول های و فرمول ها این بین تشابه به را خواننده توجه

م کنیم. جلب متناوب تابع مثلثات فوریۀ سری

که م بینیم ،١. ٢ .۶ مثال در ٢. ٣ .۶ قضیۀ بردن به کار با .۵ .٢ .۶ مثال

lim
L→∞

١
٢π

∫ L

−L

٢
ξ
sin aξeixξdξ = lim

L→∞

١
π

∫ L

−L

١
ξ
sin aξ cosxξdξ,

=
٢
π

∫ ∞

٠

١
ξ
sin aξ cosxξdξ,

یادآوری با بنابراین، است. eiξx زوج ( (حقیق قسمت cos ξx و زوج تابع ی sin aξ
ξ

چون

م رسیم: بالا انتگرل از زیر جالب ارزیابی به fa تعریف

٢
π

∫ ∞

٠

١
ξ
sin aξ cosxξdξ =


٠, x < −a
١
٢ , x = −a
١, − a < x < a
١
٢ , x = a
٠, x > a.

که دارد این بر دلالت نیست، پیوسته تابع ی برابری این راست سمت که واقعیت این

نم شود. را هم نواخت ی به طور چپ سمت در انتگرال

تابع .۶ .٢ .۶ مثال

f(x) =

{
sinx, |x| < π
٠, |x| > π,

هستند: زیر به صورت به ترتیب آنها سینوس و کسینوس تبدیل های ازاین رو، است. فرد

A(ξ) = ٠,
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و

B(ξ) = ٢
∫ ∞

٠
f(x) sin ξxdx

= ٢
∫ ∞

٠
sinx sin ξxdx

=
١

١− ξ
sin(١− ξ)π − ١

١+ ξ
sin(١+ ξ)π

=
٢ sin πξ
١− ξ٢

.

شده اند. داده نشان ۴ .۶ ل ش در B(ξ) و f(x)

آن سینوس تبدیل های و f :۴ .۶ ل ش

است: زیر به صورت f فوریۀ انتگرال نمایش ،(٢٨ .۶) توسط بنابراین،

f(x) =
٢
π

∫ ∞

٠

sin πξ

١− ξ٢
sinxξdξ. (٢٩ .۶)

اینجا در که باشید داشته توجه

lim
ξ→±١

sinπξ

١− ξ٢
sinxξ = ±π

٢
sinx.
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است. شده کران دار ٠ < ξ < ∞ روی (١ − ξ١−(٢ sin πξ sinxξ انتگرالده بنابراین،

داریم: c مثبت ثابت برای ξ → ∞ وقت

|(١− ξ١−(٢ sin πξ sinxξ| ≤ c

ξ٢
.

راست. هم نواخت ی به طور f پیوسته تابع به R روی (٢٩ .۶) فوریۀ انتگرال بنابراین،

به صورت e−|x| زوج تابع فوریۀ تبدیل که دیده ایم ١. ٣ .۶ مثال در این، از پیش .٢. ٧ .۶ مثال

است: زیر

F (e−|x|)(ξ) =
٢

١− ξ٢
,

داریم: (٢۶ .۶) از استفاده با ازاین رو، است؛ R روی L١ تابع ی که

e−|x| =
٢
π

∫ ∞

٠

cosxξ

١− ξ٢
dξ.

م آوریم: به دست را زیر آشنا نتیجۀ x = ٠ در

∫ ∞

٠

dξ

١− ξ٢
=
π

٢
.

نظریۀ آن در که فضایی ،L٢ در فوریه تبدیل به مختصر نگاه ی با را بخش این ما

٢ .۶ تمرین ، به طورکل م رسانیم. پایان به بود، شده داده توسعه سوم فصل در فوریه سری

کران دار توابع ول ندارد، وجود L٢(R) و L١(R) بین تعلق رابطۀ هیچ که م دهد نشان

باشد. |f | ≤ M هرگاه
∫
|f |٢ ≤ M

∫
|f | زیرا هستند، L٢(R) به متعلق L١(R) در

کران دارند ازاین رو، و هستند L١(R) در هموار قطعه به قطعه توابع دو هر g و f کنید فرض
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R روی ĝ و f̂ توابع ،۶ .١ .۶ قضیۀ به توجه با دارند. تعلق L١(R) به نیز ĝ و f̂ تبدیلشان و

ناسرۀ انتگرال های هستند. کران دار و پیوسته

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)eiξxdξ,

∫ ∞

−∞
ĝ(ξ)eiξxdξ

٢πf(x) توابع ،٢. ٣ .۶ قضیۀ توسط به ترتیب آنها برای هستند، هموار رویRقطعه به قطعه نیز

ناپیوستگ نقطۀ هر در g و f که م کنیم فرض اینجا در البته م دهند. نشان را ٢πg(x) و

به هم ĝ و f̂ ،g ،f توابع بنابراین، م شوند. تعریف نقطه آن در پرش میانگین توسط

بنویسیم: م توانیم و دارند تعلق L٢(R)

٢π〈f, g〉 = ٢π
∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x)eixξdξdx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixξĝ(x)dxdξ

=

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

= 〈f̂ , ĝ〉. (٣٠ .۶)

م آوریم، به دست آن فوریه تبدیل و f از L٢ نرم های بین رابطه ی است، g = f وقت

||f̂ ||٢ = ٢π||f ||٢, (٣١ .۶)

قضیۀ هم کنار در (٣١ .۶) و (٣٠ .۶) معادله های است. (١. ٢٣) پارسوال رابطۀ با متناظر که

g و f روی ضعیف تر شرایط تحت واقع در که م دهند یل تش را پلانچرال١ شناخته شدۀ

1plancherel
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است. معتبر گیرند، قرار L٢(R) در g و f که هرگاه معادله ها، از جفت این است. برقرار

در L٢(R)
⋂
L١(R) توابع مجموعۀ که است واقعیت این براساس کل تر نتیجۀ این اثبات

L٢(R)
⋂
L١(R) در توابع دنبالۀ (L٢ (در (R)L٢حد در تابع هر ، یعن است؛ ال (R)L٢چ

است.

تمرین ها

کنید. بیان مثلثات فوریۀ انتگرال به صورت را زیر توابع از هری .١٠ .۶

f(x) =

{
| sinx|, |x| < π
٠, |x| > π

الف)

f(x) =

{
١, ٠ < x < ١
٠, x < ٠, x > ١ ب)

f(x) =


١− x ٠ < x < ١
−١− x − ١ < x < ٠
٠ |x| > ١

ج)

f(x) =


cosx, ٠ < x < π/٢
− cosx, π/٢ < x < ٠
٠, |x| > π/٢

د)

f(x) =

{
cosx, ٠ < x < π
٠, x < ٠, x > π

ه)

که دهید نشان (۶. ١٠)(ه) تمرین نتیجۀ از استفاده با .١١ .۶

π

٢
=

∫ ∞

٠

ξ sin πξ

١− ξ٢
dξ.

داریم: α > ٠ و x > ٠ هر به ازای که کنید ثابت .١٢ .۶

e−αx = frac٢π
∫ ∞

٠

ξ sin πξ

ξ٢ + α٢dξ.

نیست. برقرار x = ٠ در برابری چرا دهید توضیح
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داریم: x > ٠ هر به ازای که کنید ثابت .١٣ .۶∫ ∞

٠

ξ٣ sinxξ

ξ۴ + ۴
dξ =

π

٢
e−x cosx.

راست؟ هم نواخت ی به طور [٠,∞) روی انتگرال آیا

آن نمایش آیا کنید. تعیین x ≥ ٠ ، e−x cosx برای را فوریه کسینوس انتگرال .١۴ .۶

است؟ نقطه به نقطه

کنید: ثابت .١۵ .۶∫ ∞

٠

١− cosπξ

ξ
sinxξdξ =


π/٢, ٠ < x < π
π/۴, x = π
٠, x > π,

کنید. تعیین را x ∈ R ، f(x) = (١+ x١−(٢ فوریۀ تبدیل .١۶ .۶

تابع .١٧ .۶

f(x) =

{
١− |x| |x| ≤ ١
٠ |x| > ١

دهید: نشان است. شده داده

f̂(ξ) =

[
sin(ξ/٢)
ξ/٢

]٢
.

که یرید ب نتیجه ∫سپس ∞

−∞

sin٢ ξ

ξ٢
dξ = π.

کنید. بررس باشد، f(x) = e−|x| درحالت که را ||f̂ ||٢ = ٢π||f ||٢ برابری .١٨ .۶

کنید. بیان B و A کسینوس و سینوس تبدیل های برحسب را (٣١ .۶) رابطۀ .١٩ .۶
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کاربردها و ویژگ ها ٣ .۶

فرمول م دهد. نشان ما به مشتق گیری تحت را فوریه تبدیل اساس ویژگ های زیر، قضیۀ

همچنین ه بل ، خط جزئ دیفرانسیل معادلات حل برای ابزار به عنوان نه تنها مشتق تبدیل

اهمیت از دارد، معادله هایی چنین برای جواب هایی وجود که اساس نتیجۀ ی به عنوان

است. برخوردار ویژه ای

.f ∈ L١(R) کنید فرض .٣. ١ .۶ قضیه

داریم: آن گاه باشد، پیوسته R روی f و f ′ ∈ L١(R) اگر (١)

F (f ′) = iξF (f)(ξ), ξ ∈ R. (٣٢ .۶)

آن مشتق و است مشتق پذیر F (f) آن گاه ،xf(x) ∈ L١(R) اگر (٢)

d

dξ
F (f)(ξ) = F (−ixf)(ξ), ξ ∈ R, (٣٣ .۶)

است. پیوسته R روی

و دارد وجود F (f ′) فوریۀ تبدیل است. انتگرال پذیر |f ′| تابع (١) برهان.

F (f ′)(ξ) =

∫ ∞

−∞
f ′(x)e−iξxdx.

ازاین رو، ،
∫ x

٠ f
′(t)dt = f(x)− f(٠) بنویسیم که م دهد را اجازه این ما به f پیوستگ

حد دو

lim
x→±∞

f(x) = f(٠) + lim
x→±∞

∫ ١

٠
f ′(t)dt
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است. limx→±∞ f(x) = ٠ است، انتگرال پذیر و پیوسته R روی f چون ول دارد. وجود

داریم: جزءبه جزء انتگرال گیری با حال

F (f ′)(ξ) = f(x)e−iξx|∞−∞ + iξ

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx.

= iξF (f)(ξ),

(٢)

f̂(ξ + δξ)− f̂(ξ)

∆ξ
=

∫ ∞

−∞
f(x)

e−i(ξ+∆ξ)x − e−iξx

∆ξ
dx.

م آوریم: به دست است، ∆ξ → ٠ وقت

d

dξ
F (f)(ξ) = lim

∆ξ→٠

∫ ∞

−∞

e−i(ξ+∆ξ)x − e−iξx

∆ξ
dx.

حد فرض، به توجه با

lim
∆ξ→٠

e−i(ξ+∆ξ)x − e−iξx

∆ξ
= −ixf(x)e−iξx

قضیۀ از م توانیم بنابراین، م شود، کران دار ξ ∈ R هر به ازای |xf(x)| ∈ L١(R) توسط

که یریم ب نتیجه تا کنیم استفاده ۴ .١ .۶

d

dξ
F (f)(ξ) =

∫ ∞

−∞
[−ixf(x)]e−iξxdx = F (−ixf)(ξ).

است. تعمیم قابل به راحت نتیجه این استقرا، از استفاده با
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است. مثبت صحیح عدد ی n و f ∈ L١(R) کنید فرض .١٠ نتیجه

آن گاه باشد، پیوسته R روی f (n−١) و ،١ ≤ k ≤ n هر به ازای f (k) ∈ L١(R) اگر (١)

داریم:

F (f (n))(ξ) = (iξ)nF (f)(ξ). (٣۴ .۶)

داریم: آن گاه ،xnf(x) ∈ L١(R) اگر (٢)

dn

dξn
F (f)(ξ) = F [(−ix)nf ](ξ). (٣۵ .۶)

وقت f(x) تابع سریع خیل که مقیاس به عنوان م تواند R روی |xnf(x)| انتگرال پذیری

باشد nبزرگ تر هرچه f(x) که معنا این به شود. گرفته نظر در کند، میل صفر به x→ ±∞

مشتق پذیری مرتبۀ وقت که م کند ایجاب (٣۴ .۶) معادله این م کند. میل صفر به سریع تر،

معادلۀ ر، دی طرف از م یابد. افزایش نیز f̂ تباه میزان یابد، افزایش f همواری) (یا

دارند. هموارتری تبدیل های م شوند، تباهیده سریع تر که توابع که م دهد نشان (٣۵ .۶)

کنید: فرض .٣. ٢ .۶ مثال

f(x) = e−x٢ , x ∈ R.

که م آوریم یاد به ،f فوریۀ تبدیل آوردن به دست برای

∫ ∞

−∞
e−x٢dx =

√
π (٣۶ .۶)
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این ما به (٣۶ .۶) معادلۀ م کند، صدق ٣. ١ .۶ قضیۀ شرایط در f چون ،(١۵ .۴ تمرین )

بنویسیم: تا م دهد را اجازه

d

dx
f̂(ξ) = −i

∫ ∞

−∞
xe−x٢e−iξxdx

=
i

٢

∫ ∞

−∞

d

dx
(e−x٢)e−iξxdx

=
−i
٢

∫ ∞

−∞
e−x٢(−iξ)e−iξxdx

= −ξ
٢
f̂(ξ).

به صورت معادله این جواب

f̂(ξ) = ce−ξ٢/۴,

م شود. معین (٣۶ .۶) معادلۀ از استفاده با و ξ = ٠ قراردادن با انتگرال گیری ثابت که است،

، یعن

c = f̂(٠) =
√
π.

.F (e−x٢)(ξ) =
√
πe−ξ٢/۴ بنابراین،

نامتناه نوار ی در گرما انتقال ٣. ١ .۶

در مرزی مقدار مسائل برای جواب هایی ساخت در را ما فوریه سری که همان طور درست

بی کران فضایی دامنۀ وقت که م دهیم نشان اکنون داد، یاری کران دار فضای دامنه های

سوال به اینجا در داد. نشان فوریه انتگرال های با م توان را جواب هایی چنین ونه چ است
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به مربوط زیرا نم شود، پرداخته م آید، به دست طریق این از که جواب بودن منحصربه فرد

(معادلۀ شده اند ارائه این از پیش که معادله هایی ول است. جزئ دیفرانسیل معادلات نظریۀ

فضا متغیر چه شده اند، اعمال مرزی شرایط تحت همه موج)، معادلۀ گرما، معادلۀ لاپلاس،

با که م گیریم نتیجه حقیقت، این از دارند. منحصربه فردی جواب های نه، یا باشد کران دار

مسئله ی جواب دو هر بین تفاضل آنها، مرزی شرایط و معادله ها این خط بودن به توجه

م تواند تنها که م کند، صدق ن هم مرزی شرایط تحت ن هم دیفرانسیل معادله ی در

کنید]. رجوع [١٣] [به باشد داشته بدیه جواب ی

خود طول امتداد در نامتناه نازک نوار ی اولیه، دمای توزیع که کنید فرض .٣. ٣ .۶ مثال

هر به ازای نوار امتداد در را u(x, t) دمای م خواهیم ما م دهیم. نشان f(x) با را آن که دارد

قطعه به قطعه f که م کنیم فرض فوریه، تبدیل توسط مسئله این حل برای کنیم. تعیین t > ٠

است. انتگرال پذیر (−∞,∞) روی |f | و هموار

گرما معادلۀ در u(x, t) دمای

ut = kuxx, −∞ < x <∞, t > ٠ (٣٧ .۶)

اولیۀ شرط و

u(x, ٠) = f(x), −∞ < x <∞ (٣٨ .۶)

فرض با قبل، مانند م کند. صدق

u(x, t) = ν(x)w(t)
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را زیر معادلۀ ،(٣٧ .۶) معادلۀ در جای گذاری با م شویم. متوسل متغیرها جداسازی به

م آوریم: به دست

ν ′′(x)

ν(x)
=

١
k

w′(t)

w(t)
, −∞ < x <∞, t > ٠,

به معادله  دو این حاصل باشد. −λ٢ مانند ثابت باید طرف هر که م کند ایجاب که

م شود: منجر زیر جواب های

ν(x) = A(λ) cosλx+B(λ) sinλx,

w(x) = C(λ)e−kλ٢t,

λ ندارد، وجود جواب روی مرزی شرایط وقت دارند. بستگ λ پارامتر به C و B ،A که

خواهند λ از توابع به ترتیب B = B(λ) و A = A(λ) و بود خواهد حقیق متغیر ی

،λ ∈ R هر با متناظر دهیم. قرار C(λ) = ١ ، ν(x)w(t) ضرب در م توانیم ما و بود

تابع

uλ(x, t) = [A(λ) cosλx+B(λ) sinλx]e−kλ٢t

بدون م شوند. λ ∈ R از دلخواه B(λ)توابع A(λ)و و م کند صدق (٣٧ .۶) معادلۀ در

اضاف جواب های λ منف مقادیر زیرا است، λ ≥ ٠ که م کنیم فرض کلیت، دادن دست از

نم کند. تولید

برآورده f کل تابع برای را (٣٨ .۶) اولیۀ شرط که داشت انتظار نم توان uλ(x, t) از

است: زیر ل ش به موردنظر جواب که م کنیم فرض بنابراین، کند،

u(x, t) =
١
π

∫ ∞

٠
uλ(x, t)dλ



کاربردها٣١۵ و ویژگ ها ٣ .۶

=
١
π

∫ ∞

٠
[A(λ) cosλx+B(λ) sinλx]e−kλ٢tdλ. (٣٩ .۶)

منظور به ١
π

عامل و م شود پیشنهاد λ گسسته مقادیر روی (٣. ٣٠) جمع بندی با فرض این

داریم: ،t = ٠ در م شود. معرف فوریه انتگرال ل ش در u نمایش

u(x, ٠) =
١
π

∫ ∞

٠
[A(λ) cosλx+B(λ) sinλx]dλ

= f(x), x ∈ R. (۴٠ .۶)

به طور (۴٠ .۶) معادلۀ که م بینیم ،(٢۴ .۶) و (٢٢ .۶) معادله های و ٢. ٣ .۶ قضیۀ به توجه با

م کند: تعیین f از سینوس و کسینوس تبدیلات به عنوان به ترتیب را B و A منحصربه فرد

A(λ) =

∫ ∞

−∞
f(y) cosλydy

B(λ) =

∫ ∞

−∞
f(y) sinλydy.

معادلۀ جواب به ،B Aو بودن فرد و زوج خواص از استفاده با و (٣٩ .۶) دوبارۀ زین جای با

م کند. صدق (٣٨ .۶) اولیۀ شرط در که م رسیم (٣٧ .۶) گرما

u(x, t) =
١
٢π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(y)[cosλy cosλx+ sinλy sinλx]e−kλ٢tdydλ

=
١
π

∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
f(y) cos(x− y)e−kλ٢tdydλ. (۴١ .۶)

گرما، معادلۀ طرف دو هر از فوریه تبدیل گرفتن با م توانیم را (۴١ .۶) جواب همچنین

داریم: ١٠به دست آوریم. نتیجۀ از استفاده با و ،x از توابع به عنوان

ût = k(iξ)٢û(ξ, t) = −kξ٢û(ξ, t),
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به صورت معادله این جواب که

û(ξ, t) = ce−kξ٢t

،ξ از تابع ی به عنوان بنابراین، است. c = û(ξ, ٠) = f̂(ξ) اولیۀ شرط با

û(ξ, t) = f̂(ξ)e−kξ٢t

انتگرال توسط و ٢. ٣ .۶ قضیۀ طبق م تواند u و است t > ٠ هر به ازای u(x, t) فوریۀ تبدیل

شود: داده نمایش زیر

u(x, t) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e−kξ٢teiξxdξ

=
١
٢π

∫ ∞

−∞
[

∫ ∞

−∞
F (y)e−iξydy]e−kξ٢teiξxdξ

=
١
٢π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (y)ei(x−y)ξe−kξ٢tdξdy.

ما به است، انتگرال پذیر −∞ < ξ < ∞ روی
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ e−kξ٢t که حقیقت این اینجا در

زین جای متناظر ناسرۀ انتگرال با را (١٠) رابطۀ در کوش اصل مقدار که م دهد اجازه

است، انتگرال پذیر |f | اینکه فرض با مرحله آخرین در انتگرال گیری ترتیب تعویض کنیم،

داریم: است، ξ از زوج تابع ی e−kξ٢t چون اینک است. شده تنظیم

u(x, t) =
١
π

∫ ∞

−∞
f(y)

∫ ∞

٠
cos(x− y)ξe−kξ٢tdξdy,

است. برابر (۴١ .۶) با که

،z ∈ R هر به ازای (٢٣ .۶ تمرین به شود (رجوع انتگرال گیری فرمول از استفاده ∫با ∞

٠
e−bξ٢ cos zξdξ =

١
٢

√
π

b
e−z٢/۴b, b > ٠, (۴٢ .۶)
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داریم: بنابراین،

u(x, t) =
١

٢
√
πkt

∫ ∞

−∞
f(y)e−(y−x)٢/۴ktdy

=
١√
π

∫ ∞

−∞
f(x+ ٢

√
ktp)e−p٢dp.

برای عبارت آخرین این که کنیم بررس که است ساده مسئله این جزءبه جزء، انتگرال گیری با

از نتیجه با u(x, ٠) = f(x) اولیۀ شرط همچنین، م کند. صدق گرما معادلۀ در u(x, t)

است. برقرار ١۵ .۴ تمرین

عایق بندی طرف ی از که ، نیمه‐نامتناه نوار به مربوط مرزی مقدار مسئلۀ .۴ .٣ .۶ مثال

م شود: تعریف زیر معادله های دستگاه توسط است، شده

ut = kuxx, ٠ < x <∞, t > ٠ (۴٣ .۶)

ux(٠, t) = ٠, t > ٠ (۴۴ .۶)

u(x, ٠) = f(x), ٠ < x <∞. (۴۵ .۶)

به دست جواب های از مجموعه ای به متغیرها جداسازی توسط (۴٣ .۶) معادلۀ جواب

م شود: منجر ٣. ٣ .۶ مثال در آمده

uλ(x, t) = [A(λ) cosλx+B(λ) sinλx]e−kλ٢t, ٠ ≤ λ <∞.

هر به ازای باید کند، صدق x = ٠ در مرزی شرط در مجموعه، این در جواب هر اینکه برای

باشیم: داشته t > ٠

∂uλ
∂x

|x=٠ = λB(λ)e−kλ٢t = ٠.
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B(λ)جواب = ٠ اگر و م آوریم، به دست را u٠ = A(٠) ثابت جواب باشد، λ = ٠ اگر

م شود: تعیین زیر به صورت

uλ(x, t) = A(λ) cosλxe−kλ٢t. (۴۶ .۶)

را گرما معادلۀ جواب های همۀ است، ٠ ≤ λ <∞ که ،(۴۶ .۶) که است آن معنای به این

م دهد. ارائه م کند، صدق (۴۴ .۶) مرزی شرط در که

م دهیم یل تش را زیر انتگرال ،(۴۵ .۶) اولیۀ شرط برقراربودن برای

u(x, t) =
١
π

∫ ∞

٠
uλ(x, t)dλ =

١
π

∫ ∞

٠
A(λ) cos xλe−kλ٢tdλ.

باشد، t = ٠ وقت

u(x, ٠) = f(x) =
١
π

∫ ∞

٠
A(λ) cos xλdλ. (۴٧ .۶)

که م بینیم (۴٧ .۶) نمایش از ،(−∞,∞) بازۀ به زوج تابع ی به عنوان f گسترش با

،f ∈ L١(R) با ازاین رو، است؛ f کسینوس تبدیل A(λ)

A(λ) =

∫ ∞

−∞
f(y) cosλydλ = ٢

∫ ∞

٠
f(y) cosλydy,

م شود: معین زیر به صورت مرزی مقدار مسئلۀ جواب و

u(x, t) =
٢
π

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
f(y) cosλy cosλxe−kλ٢tdydλ. (۴٨ .۶)

،(۴٢ .۶) فرمول و ٢ cosλy cosλx = cosλ(y−x)+cosλ(y+x) اتحاد از استفاده با

داریم: و م شود تبدیل انه ی انتگرال به دوگانه انتگرال این

u(x, t) =
١√
πkt

∫ ∞

٠
f(y)

[
e−(y−x)٢/۴kt + e−(y+x)٢/۴kt

]
dy.
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وقت که جواب برای صریح عبارت ی آوردن به دست برای

f(y) =

{
١, ٠ < y < a
٠, y > a,

یعن کنیم، استفاده ۶ .۵ تمرین در داده شده خطای تابع تعریف از م توانیم

erf(x) =
٢√
π

∫ ∞

٠
e−p٢dp.

م نویسیم:

u(x, t) =
١

٢
√
πkt

∫ a

٠
f(y)

[
e−(y−x)٢/۴kt + e−(y+x)٢/۴kt

]
dy

=
١√
π

∫ (a−x)/٢
√
kt

−x/٢
√
kt

e−p٢dp+
١√
π

∫ (a+x)/٢
√
kt

x/٢
√
kt

e−p٢dp

=
١√
π

∫ (a−x)/٢
√
kt

٠
e−p٢dp+

١√
π

∫ (a+x)/٢
√
kt

٠
e−p٢dp

=
١
٢
erf(

a− x

٢
√
kt

) +
١
٢
erf(

a+ x

٢
√
kt

).

وقت t > ٠ هر به ازای که دریافت م توان آسان به (۶ .۵ (تمرین خطا تابع ویژگ های از

x→ ∞

u(x, t) → ٠,

u(x, t) → erf(a/٢
√
kt),

باشد، t→ ∞ وقت ،x > ٠ هر به ازای و

u(x, t) → ٠,



فوریه ٣٢٠تبدیل

باشد، t→ ٠ وقت

u(x, t) →
{

١, ٠ ≤ x < a
٠, x > a.

لحظه، هر در و م شود نزدی صفر به دما ،t → ∞ وقت نوار روی نقطه هر در بنابراین،

اولیۀ گرمای سرانجام چون م رود، انتظار این م شود. نزدی صفر به دما x → ∞ وقت

،t → ٠ وقت که است گفتن همچنین، م کند. تراوش بیرون به بی نهایت تا نوار در

ببینید). را ۵ .۶ ل (ش u(a, t) → ١/٢ = [f(a+) + f(a−)]/٢

نامتناه نیمه میلۀ روی بر دما توزیع :۵ .۶ ل ش

ن ناهم معادله های ٣. ٢ .۶

شناخته شده روش های از مستقیم به طور م تواند y − y′′ = f ن ناهم دیفرانسیل معادله

برای روش هایی چنین ول شود؛ حل است، نمایی تابع چندجمله ای یا ی f وقت که
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از استفاده با باشد فوریه تبدیل ی دارای f اگر نم کند. کار توابع کل تر کلاس های

داریم: ١٠ نتیجۀ

ŷ + ξ٢ŷ = f̂ .

م شود: تعیین زیر به صورت کل به طور دیفرانسیل معادله جواب بنابراین،

y(x) = F−١
(
f̂(ξ)

١
ξ٢ + ١

)
(x). (۴٩ .۶)

برای مشخص روش هیچ ول م دانیم، را (ξ١+٢)−١ و f̂ تابع دو هر معکوس تبدیل های ما

حاصل ضربی چنین آیا اینکه درمورد تصمیم حت یا تبدیل، دو این ضرب معکوس کردن

برحسب را F−١(f̂ .ĝ) م توان ونه چ که دادیم نشان بااین حال نداریم، است، معکوس پذیر

کرد. بیان g و f توابع روی نسبی محدودیت های تحت g و f

موضعاً I روی f : I → C تابع است. حقیق بازۀ ی I کنید فرض .۵ .٣ .۶ تعریف

باشد. انتگرال پذیر I متناه زیربازۀ هر روی |f | اگر م شود، گفته انتگرال پذیر

انتگرال پذیرند. (I)L١موضعاً در توابع همۀ و I روی پیوسته قطعه به قطعه توابع همۀ بنابراین،

آنها کانولوشن١ باشند، انتگرال پذیر موضعاً f, g : R → C توابع اگر .۶ .٣ .۶ تعریف

م شود: تعریف زیر انتگرال توسط x ∈ R هر به ازای که است تابع

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt.

راست. هم بالا انتگرال x ∈ R هر به ازای
1Convolution
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م آوریم: به دست را زیر جابه جایی رابطۀ بالا، انتگرال در x− t = s قراردادن با

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(s)g(x− s)ds = g ∗ f(x).

در دارد. وجود g و f روی مختلف شرایط تحت R روی تابع به عنوان f ∗ g کانولوشن

م کنیم. بیان مثال چند اینجا

f ∈ L١(R) کنید فرض باشد. کران دار ری دی و انتگرال پذیر مطلقاً توابع از ی اگر .١

آن گاه ،|g| ≤M و

|f ∗ g(x)| ≤
∫ ∞

−∞
|f(x− t)||g(t)|dt

≤M

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞.

داریم: صورت این در شوند، صفر (−∞, ٠) روی g و f دو هر اگر .٢

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt =

∫ x

٠
f(x− t)g(t)dt.

‐ کوش نابرابری از مستقیم به طور این باشند، داشته تعلق L٢(R) به g و f دو هر اگر .٣

م شود. نتیجه شوارتز

وضوح به f ∗ g آن گاه شود، صفر متناه بازۀ ی از خارج در و کران دار g یا f اگر .۴

داریم. نیاز f ∗ g کران داری به بیشتر کار، ادامۀ برای ول است. کران دار

آن گاه باشد، کران دار تابع، دو هر و باشند داشته تعلق L١(R) به g و f اگر .٣. ٧ .۶ قضیه

و دارد قرار L١(R) در f ∗ g

F (f ∗ g) = f̂ ĝ. (۵٠ .۶)
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روی |f ∗ g| که کنید ثابت ابتدا باشد، داشته فوریه تبدیل ی f ∗ g اینکه برای برهان.

توسط R روی |g| که کنید فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون است. انتگرال پذیر R

چون است. کران دار M مثبت ثابت

|f(x− t)g(t)| ≤M |f(x− t)|

انتگرال پذیر (x از تابع ی (به عنوان t ∈ R هر به ازای (−∞,∞) روی M |f(x− t)| و

انتگرال که م گیریم نتیجه ٢. ٢ .۶ لم از است.

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt

بنویسیم: م توانیم a > ٠ هر به ازای درنتیجه، است؛ نواخت ی رای ∫هم a

٠
|f ∗ g(x)|dx =

∫ a

٠
|
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt|dx

≤
∫ a

٠

∫ ∞

−∞
|f(x− t)g(t)|dtdx

=

∫ ∞

−∞

∫ a

٠
|f(x− t)g(t)|dxdt

=

∫ ∞

−∞
|g(t)|

∫ a

٠
|f(x− t)|dxdt

≤
∫ ∞

−∞
|g(t)|

∫ ∞

−∞
|f(x− t)|dxdt

=

∫ ∞

−∞
|g(t)|dt

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx.

انتگرال پذیر (−∞, ٠) روی |f ∗ g| بنابراین، است. برقرار a > ٠ هر به ازای نابرابری این

انتگرال پذیر R روی بنابراین، و است انتگرال پذیر (٠,∞) روی |f ∗g| مشابه، به طور است.

است.
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م نویسیم: (۵٠ .۶) برابری اثبات برای

F (f ∗ g)(ξ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)e−iξxdtdx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x− t)e−iξ(x−t)g(t)e−iξtdxdt

=

∫ ∞

−∞
f(s)e−iξsds

∫ ∞

−∞
g(t)e−iξtdt

= f̂(ξ)ĝ(ξ)

توجیه کانولوشن انتگرال نواخت ی رایی هم با انتگرال گیری، ترتیب در تغییر آن در که

م شود.

خصوص جواب که م گیریم نتیجه ،١. ٣ .۶ مثال نتیجۀ و (۵٠ .۶) معادلۀ از استفاده با

م شود: معین زیر به صورت y − y′′ = f

y(x) = F−١
(
f̂(ξ)

١
ξ٢ + ١

)
(x)

= f ∗ (١
٢
e−|.|)(x) (۵١ .۶)

=
١
٢

∫ ∞

−∞
f(x− t)e−|t|dt

=
١
٢

∫ ∞

−∞
f(t)e−|x−t|dt. (۵٢ .۶)

عبارت این مستقیم، مشتق گیری با م گذاریم. باق بررس برای تمرین ی به عنوان را این

م کند. صدق است، پیوسته f که شرط به y − y′′ = f معادلۀ در انتگرال

معادلۀ در y انتگرال نمایش در e−|x−t| تابع هستۀ که است توجه قابل رابطه، این در



کاربردها٣٢۵ و ویژگ ها ٣ .۶

اشتروم‐لیوویل ر عمل برای G(x, t) گرین، تابع جز به چیزی (۵٢ .۶)

L = − d٢

dx٢
+ ١ (۵٣ .۶)

معادلۀ برای نیست. limx→±∞G(x, t) = ٠ مرزی شرایط تحت ،(−∞,∞) بازۀ روی

م شود: حل زیر به صورت Ly = f ن ناهم

y(x) = L−١f =

∫ ∞

−∞
G(x, t)f(t)dt.

پیوسته روی(∞,∞−) باید که همان طور م کند، میل صفر به x→ ±∞ وقت جواب این

یعن ،y − y′′ = ٠ ن هم معادلۀ جواب مرزی، شرایط چنین تحت باشد. انتگرال پذیر و

باشد. بدیه جواب ی م تواند تنها ،c١ex + c٢e
−x

مرزی شرط به ،[٠,∞) نامتناه نیمه بازۀ  روی y − y′′ = f معادلۀ همان حل برای

مثلا x = ٠ در کاررفته به

y(٠) = y٠,

م شود: زیر خصوص جواب به منجر بالا روند همان حالت، این در داریم، نیاز

yp(x) =
١
٢

∫ ∞

٠
f(t)e−|x−t|dt.

ن هم جواب اینجا ول

yh(x) = ce−x, x ≥ ٠,



فوریه ٣٢۶تبدیل

y = yp + yh برای x = ٠ در مرزی شرط بردن کار به با است. قبول قابل c ثابت هر برای

م گیریم: نتیجه

y٠ =
١
٢

∫ ∞

٠
f(t)e−tdt+ c,

است: زیر به صورت موردنظر جواب بنابراین، م شود. تعیین c آن از که

y(x) =
١
٢

∫ ∞

٠
f(t)e−|x−t|dt+ (y٠ −

١
٢

∫ ∞

٠
f(t)e−tdt)e−x.

آن گاه باشد، ن هم x = ٠ در مرزی شرایط اگر یعن ،y٠ = ٠ اگر

y(x) =
١
٢

∫ ∞

٠
f(t)(e−|x−t| − e−(x+t))dt

[٠,∞) فاصلۀ روی (۵٣ .۶) ر عمل همان برای گرین تابع که م گیریم نتیجه ر، دی بار ی و

است: زیر به صورت y(٠) = ٠ ن هم مرزی شرایط تحت

G(x, t) =
١
٢
(e−|x−t| − e−(x+t)).

معادله های حل برای مؤثر ابزار ی لاپلاس تبدیل که م دهیم نشان هفتم فصل در

باشند. ثابت ضرایب اگر به ویژه است؛ [٠,∞) در ن ناهم دیفرانسیل

تمرین ها

کنید. اثبات را زیر فرمول های .٢٠ .۶

F [f(x− a)](ξ) = e−iaξf̂(ξ)



کاربردها٣٢٧ و ویژگ ها ٣ .۶

F [eiaξf(x)](ξ) = f̂(ξ − a).

م کنیم: تعریف زیر به صورت n ∈ N٠ هر به ازای را n مرتبۀ از هرمیت تابع .٢١ .۶

ψn(x) = e−x٢/٢Hn(x), −∞ < x <∞

در و دارد وجود ψ̂n که کنید ثابت است. n مرتبۀ از هرمیت چندجمله ای Hn که

ψ̂n(ξ) = (−i)n
√
٢πψn(ξ)

کنید. استفاده n روی اثبات و (٣. ٢ .۶) مثال از راهنمایی: م کند. صدق

انتگرال معادله .٢٢ .۶∫ ∞

٠
u(x) cos ξxdx =

{
١, ٠ < ξ < π
٠, π < ξ <∞

کنید. حل را

م دهیم. نشان I(z) با را انتگرال راهنمایی: کنید. اثبات را (٢۴ .۶) انتگرال فرمول .٢٣ .۶

این آن گاه و م کند صدق ٢bI ′(z) + ٢I(z) = ٠ دیفرانسیل معادله در آن که دهید نشان

کنید. حل را معادله

اینکه فرض با .٢۴ .۶

f(x) =

{
T٠, |x| < a
٠, |x| > a

,

که کنید ثابت ،٣. ٣ .۶ مثال در

u(x, t) =
T٠
٢

[
erf

(
x+ a

٢
√
kt

)
+ erf

(
x− a

٢
√
kt

)]
.
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دهید. توضیح را دو این بین شباهت و کنید مقایسه ۴ .٣ .۶ مثال جواب با را معادله این

مرزی مقدار مسئلۀ جواب که دهید نشان .٢۵ .۶

ut = kuxx, ٠ < x <∞, t > ٠

u(x, t) = ٠, t > ٠

u(x, ٠) = f(x), ٠ < x <∞,

است: زیر به صورت است، L(∞,٠)١ در هموار قطعه به قطعه تابع ی f که

u(x, t) =
١

٢
√
πkt

∫ ∞

٠
f(y)

[
e−(y−x)٢/۴kt − e−(y+x)٢/۴kt

]
dy.

است. صفر دمای در انتهای ی با نیمه متناه میلۀ در گرما جریان برای ریاض مدل ی این

u(x, t) ،٢۵ .۶ تمرین در باشد صفر ر دی جاهای در و ی (٠, a) روی f(x) اگر .٢۶ .۶

کنید. بیان خطا تابع نظر از را

کنید. استفاده فوریه تبدیل از موج، معادلۀ از اولیه مقدار مسئلۀ حل ۶. ٢٧.برای

utt = c٢yxx, −∞ < x <∞, t > ٠

u(x, t) = f(x), −∞ < x <∞

ut(x, t) = ٠, −∞ < x <∞,

است. شده گرفته نظر در L١(R) در هموار قطعه به قطعه تابع ی f که

داد: نمایش زیر به صورت م توان را جواب که دهید نشان

u(x, t) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
f̂(ξ) cos ctξeixξdξ,



کاربردها٣٢٩ و ویژگ ها ٣ .۶

کنید. استخراج را ١ المبرت دی نمایش و

u(x, t) =
١
٢
[f(x+ ct) + f(x− ct)].

تمرین در اولیه شرایط تحت ٠ < x < ∞ نیمه متناه دامنۀ روی را موج معادلۀ .٢٨ .۶

کنید. حل t > ٠ هر به ازای u(٠, t) = ٠ مرزی شرط و ٢٧ .۶

y−y′′ = f معادلۀ (۵٢ .۶) انتگرال عبارت که کنید بررس مستقیم مشتق گیری با .٢٩ .۶

م کند. حل را

1J’ Alembert



فوریه ٣٣٠تبدیل



٧ فصل

لاپلاس تبدیلات

فوریۀ تبدیل در را iξ موهوم متغیر اگر

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx

نظر در را f(x) = ٠ ،x < ٠ هر به ازای و کنیم s = σ + iξ مختلط متغیر زین جای

حاصل، انتگرال توسط تعریف شده تابع یریم، ب

F (s) =

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx, (٧. ١)

معادلۀ در ناسره انتگرال باشد، مثبت Res = σ وقت م شود. نامیده f لاپلاس تبدیل

ی f وقت که مانند دارد؛ وجود نباشد، انتگرال پذیر (٠,∞) بازه  روی |f | اگر حت (٧. ١)

تباهیده σ > ٠ برای e−σx نمای چون است. لاپلاس تبدیل مزیت این و است چندجمله ای

است. تعریف شده L(∞,٠)١ توابع از بزرگ  تر بسیار کلاس ی در لاپلاس تبدیل م شود،



لاپلاس ٣٣٢تبدیلات

لاپلاس تبدیل ٧. ١

م کنیم استفاده f : [٠,∞) → C توابع کلاس نشان دادن برای ε از .٧. ١. ١ تعریف

است، x → ∞ وقت f(x)e−αx و باشد انتگرال پذیر موضعاً [٠,∞) در f به طوری که

ویژگ دو با f ∈ ε تابع بنابراین، بماند. باق کران دار α حقیق اعداد از برخ به ازای

ساید هوی ر عمل :٧. ١ ل ش

ما به ول است، انتگرال پذیر موضع به طور f اینکه وجود با نخست، م شود. مشخص زیر

x→ ∞ وقت آنکه دوم، باشیم. داشته تکین نقاط [٠,∞) بازۀ روی که م دهد را اجازه این

دارند وجود چنان α و c > ٠ ثابت اعداد ، یعن دارد، را نمایی رشد حداکثر f(x) است،

،x ≥ b برای به طوری که

|f(x)| ≤ ceαx. (٧. ٢)

صفر (−∞, ٠) باز ۀ  در که R روی تعریف شده توابع همه شامل را ε ، راحت برای

تابع اگر اکنون م گیریم. نظر در م کند، صدق [٠,∞) روی ٧. ١. ١ تعریف در و م شود

کنیم: تعریف زیر به صورت R− {٠} روی را H هوی ساید

H(x) =

{
١, x > ٠
٠, x < ٠.



لاپلاس٣٣٣ تبدیل ٧. ١

م گیرند. قرار ε در هم زیر توابع آن گاه

یا cosx مثل ،R روی g انتگرال پذیر موضعاً کران دار تابع هر برای H(x)g(x) تابع .١

باشد. نامنف عددی م تواند شده، ذکر ٧. ١. ١ تعریف در که همان طور α اینجا .sinx

است. مثبت عددی α اینجا ،p چندجمله ای هر به ازای H(x)p(x) تابع .٢

. α ≥ k ،H(x)ekx تابع .٣

است. مثبت عددی α ،H(x) log x تابع .۴

است. مثبت عددی α ،µ > −١ ،H(x)xµ تابع .۵

از بالا مثال های در نیستند. ε به متعلق H(x)٢٣x یا H(x)ex
٢ مانند توابع چنین ول

x = ٠ در f تعریف ونگ چ به وابسته آن و م گیریم نظر در f(٠+) را f(٠) ،ε در توابع

توسط f تابع رشد میزان نم کنیم. تعریف صفر نقطۀ در را H ما دلیل، همین به نیست،

م شود. مشخص م سازد، کران دار را x→ ∞ وقت f(x)e−αx α که مقدار کوچ ترین

م گیریم نظر در f نمایی مرتبۀ به عنوان را آن باشد، داشته وجود کوچ مقدار چنین وقت

در م توانیم را مثبت عدد هر (۵) و (۴) ،(٢) در .(٣) در α = k و (١) در α = ٠ مانند

م گویند. نمایی مرتبۀ کند، صدق (٧. ٢) نابرابری در که را تابع یریم. ب نظر

توسط Res = σ > α هر به ازای را f لاپلاس تبدیل ،f ∈ ε هر به ازای .٧. ١. ٢ تعریف

م کنیم: تعریف زیر ناسرۀ انتگرال

L(f)(s) =

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx. (٧. ٣)

تخمین با دارد. قرار L(∞,٠)١ در f(x)e−sx که م کند تضمین تعریف این اساساً،
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داریم: σ > α هر به ازای (٧. ٢)

∫ ∞

٠

∣∣f(x)e−(σ+iξ)x
∣∣ dx ≤ c

∫ ∞

٠
e−(σ−α)xdx <∞.

σ ≥ نیم صفحه در رایی هم راست. هم σ > α هر به ازای (٧. ٣) انتگرال که م بینیم

عبور با s به نسبت انتگرال از م توانیم بنابراین، است. نواخت ی ϵ > ٠ هر به ازای α + ϵ

حاصل انتگرال یریم. ب مشتق انتگرال علامت از

−
∫ ∞

٠
xf(x)e−sxdx

تحلیل تابع ی L(f) لاپلاس تبدیل نتیجه، در م شود؛ را هم σ ≥ α + ϵ در همچنین

نیز L لاپلاس تبدیل فوریه، تبدیل مانند است. Res > α نیم صفحه  در s مختلط متغیر از

به طوری که است؛ خط ε توابع کلاس روی

L(αf + bg) = aL(f) + bL(g), a, b ∈ C, f, g ∈ ε.

ε به وضوح به α = ٠ نمایی مرتبۀ با [٠,∞) روی f(x) = ١ ثابت تابع .٧. ١. ٣ مثال

است: زیر به صورت آن لاپلاس تبدیل و دارد تعلق

L(١)(s) =
∫ ∞

٠
e−sxdx =

١
s
, s ∈ C, Res > ٠

به α > ٠ با ،n ∈ N ،f(x) = xn با تعریف شده f : [٠,∞) → R تابع مشابه، به طور

داریم: جزءبه جزء انتگرال گیری از استفاده با Res > ٠ هر به ازای دارد. تعلق ε

L(xn)(s) =

∫ ∞

٠
xne−sxdx



لاپلاس٣٣۵ تبدیل ٧. ١

=
n

s

∫ ∞

٠
xn−١e−sxdx

= · · ·

=
n!

sn

∫ ∞

٠
e−sxdx

=
n!

sn+١ .

⇒ L(xn)(s) =
n!

sn+١ , n ∈ N٠.

برای است بهتر بنابراین، ندارد؛ بستگ Ims = ε به |f(x)e−sx| انتگرال پذیری

به توجه با F = L(f) تابع یریم. ب نظر در را Ims = ٠ ،(٧. ٣) انتگرال ارزیابی

روی آن مقادیر توسط منحصربه فرد به طور s مختلط صفحۀ Resدر > α روی تحلیل بودن

م شود. تعیین s > α حقیق محور

لاپلاس تبدیل ،µ > −١ هر به ازای .۴ .٧. ١ مثال

L(xµ) =

∫ ∞

٠
xµe−sxdx

این محاسبۀ برای است. انتگرال پذیر x → ٠+ وقت ،xµ منفرد نقطه چون دارد؛ وجود

مثبت s اگر م گیریم. نظر در را sx = t و است حقیق s م کنیم فرض ما نامعین، انتگرال

داریم: باشد،

L(xµ) =

∫ ∞

٠

(
t

s

)µ

e−tdt

s

=
١

sµ+١

∫ ∞

٠
e−ttµdt

=
١

sµ+١Γ(µ+ ١), s > ٠.
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وضوح به و شود داده تعمیم Res > ٠ به تحلیل به صورت م تواند اکنون نتیجه این

است. (٧. ٣) مثال تعمیم

داریم: a حقیق عدد هر به ازای .۵ .٧. ١ مثال

L(eax)(s) =

∫ ∞

٠
e−(s−a)xdx =

١
s− a

, s > a.

ازاین رو،

L(sinh ax)(s) = L(
١
٢
eax − ١

٢
e−ax)

=
١
٢
(

١
s− a

− ١
s+ a

)

=
a

s٢ − a٢
, s > |a|.

ر، دی طرف از

L(eiax)(s) =

∫ ∞

٠
e−(s−ia)xdx =

١
s− ia

, s > ٠.

بنابراین،

L(sin ax)(s) =
١
٢i
(

١
s− ia

− ١
s+ ia

)

=
a

s٢ + a٢
, s > ٠.

فوریۀ معکوس فرمول از ،L(f) = F آن لاپلاس تبدیل از f تابع آوردن به دست برای

برای [٠,∞) روی |f(x)e−αx| به طوری که f ∈ ε م کنیم فرض م کنیم. استفاده (١۶ .۶)

تابع تعریف و β > α انتخاب با است، انتگرال پذیر α حقیق مقادیر برخ

g(x) =

{
f(x)e−βx x ≥ ٠
٠ x < ٠,



لاپلاس٣٣٧ تبدیل ٧. ١

م گیریم: نظر در زیر به صورت را آن فوریۀ تبدیل دارد. تعلق L١(R) به وضوح به

ĝ(ξ) =

∫ ∞

٠
f(x)e−βxe−iξxdx = L(f)(β + iξ) = F (β + iξ).

قطعه به قطعه R روی نیز g آن گاه است هموار قطعه به قطعه [٠,∞) روی f که کنیم فرض اگر

نقطۀ هر در آن راست و چپ حدود میانگین به عنوان را g م توانیم و شد خواهد هموار

،٢. ٢ .۶ قضیۀ توسط کنیم. تعریف ناپیوستگ

g(x) = f(x)e−βx

= lim
L→∞

١
٢π

∫ L

−L

F (β + iξ)eixξdξ, x ≥ ٠.

انتگرال و ds = idξ به طوری که م کنیم، تعریف را s = β + iξ مختلط متغیر ثابت، β با

پاره  روی s مختلط صفحۀ در ساده بستۀ منحن روی انتگرال ی به (−L,L) بازۀ روی

بنابراین، م شود. تبدیل β + iL تا β − iL خط

f(x)e−βx = lim
L→∞

١
٢πi

∫ β+iL

β−iL

F (s)ex(s−β)ds,

و

f(x) = lim
L→∞

١
٢πi

∫ β+iL

β−iL

F (s)exsds, (۴ .٧)

را (۴ .٧) فرمول است. L : f → F لاپلاس تبدیل برای موردنظر معکوس فرمول که

م نویسیم: زیر به صورت

f(x) = L−١(F )(x),



لاپلاس ٣٣٨تبدیلات

که

L−١(F )(x) = lim
L→∞

١
٢πi

∫ β+iL

β−iL

F (s)exsds

است. F معکوس لاپلاس تبدیل

مثال، به عنوان است. نقطه به نقطه تساوی ی (۴ .٧) رابطۀ که باشید داشته نظر در باید

فرض با فرض این زیرا نم رود؛ به کار هستند، منفرد نقاط دارای [٠,∞) در که توابع برای

،f(٠−) = ٠ چون این، بر افزون است. شده مستثنا است، هموار قطعه به قطعه f تابع اینکه

داریم:

lim
L→∞

١
٢πi

∫ β+iL

β−iL

F (s)exsds =
١
٢
f(٠+). (۵ .٧)

نیست. آسان مستقیم، انتگرال گیری با همیشه (۴ .٧) رابطۀ در ساده بستۀ منحن روی انتگرال

م شود. استفاده باشد، معلوم f تابع که زمان انتگرال ارزیابی برای فرمول این برعکس،

،٧. ١. ٣ مثال به مراجعه با مثال، به عنوان م رود. کار به (۵ .٧) رابطۀ برای مشاهدات همین

باشد، ϵ > ٠ اگر

lim
L→∞

١
٢πi

∫ ϵ+iL

ϵ−iL

١
s
exsds =


٠ x < ٠
١/٢ x = ٠
١ x > ٠.

قطعه به قطعه توابع روی L لاپلاس تبدیل که م کند ایجاب وضوح به معکوس فرمول

توابع g و f که G = L(g) و F = L(f) اگر بنابراین، است. ی به ی ε در هموار

آن گاه هستند، ε در هموار قطعه به قطعه

F = G⇒ f = g.



لاپلاس٣٣٩ تبدیل ٧. ١

تمرین ها

کنید. تعیین (٠,∞) روی زیر تعریف شدۀ توابع از هری برای را F (s) لاپلاس ٧. ١.تبدیل

f(x) = (ax+ b)٢ الف)

f(x) = cosh x ب)

f(x) = sin٢ x پ)

f(x) = sin x cosx ت)

f(x) =

{
c ٠ < x < a
٠ a < x <∞ ث)

f(x) =

{
a− ax/b ٠ < x < b
٠ x > b

ج)

f(x) = x sinhx چ)

f(x) = x٢ex ح)

f(x) = ١/
√
x خ)

کنید. تعیین زیر تبدیل توابع از هری برای را f(x) معکوس لاپلاس تبدیل .٧. ٢

F (s) = a
s+b

الف)

F (s) = ٢s−۵
s٩−٢ ب)

F (s) = ١
s(s+١) پ)

F (s) = ١
s٢+٢s ت)

F (s) = ٣(s−١)
s٢−۶ ث)

F (s) = ١/s٣/٢ ج)

F (s) = ١۴s٢+۵۵s+۵١
٢s١٢+٣s٢٢+٢s+١٢ چ)
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کنید: ثابت باشد، a > ٠ اگر .٧. ٣

L(f(ax))(s) =
١
a
F (s/a)

.F (s) = L(f(x))(s) که

کاربردها و ویژگ ها ٧. ٢

توابع هستند، لاپلاس تبدیلات دارای آن مشتقات و تابع ی وقت فوریه، تبدیل همانند

م شوند. مرتبط م آید، به دست جزءبه جزء انتگرال از استفاده با به راحت که فرمول توسط

همۀ  ازاین رو، است؛ انتگرال پذیر موضعاً همواره پیوسته قطعه به قطعه تابع ی که م دانیم

م گیرند. قرار ε در نمایی مرتبۀ از پیوسته قطعه به قطعه توابع

باشد، [٠,∞) روی هموار قطعه به قطعه و پیوسته تابع ی f اگر (١) .٧. ٢. ١ قضیه

داریم: آن گاه باشند، کران دار e−axf ′(x) و e−axf(x) دوی هر به طوری که

L(f ′)(s) = sL(f)(s)− f(٠+), Res > α. (۶ .٧)

آن گاه باشد، کران دار e−axf(x) و [٠,∞) روی پیوسته قطعه به قطعه تابع ی f اگر (٢)

داریم:

L(

∫ x

٠
f(t)dt)(s) =

١
s
L(f)(s), x > ٠, Res > α. (٧. ٧)

تضمین را Res > α روی L(f ′)(s) و L(f)(s) وجود ،f روی فرضیه های (١) برهان.

داریم: جزءبه جزء انتگرال گیری با م کند.

L(f ′)(s) =

∫ ∞

٠
f ′(x)e−sxdx
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= e−sxf(x)|∞٠ + s

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx

= sL(f)(s)− f(٠+), Res > α.

(تمرین است لازم باشد، برقرار دوم برابری اینکه برای f پیوستگ که باشید داشته توجه

ببینید). را ٩ .۶

کنید: فرض (٢)

g(x) =

∫ x

٠
f(t)dt.

داریم: است، Mکران دار مثلا مثبت، ثابت ی توسط [٠,∞) روی |e−axf(x)| تابع چون

|g(x)| ≤M

∫ x

٠
eαtdt ≤ M

α
(eαx − ١), x ≥ ٠, α 6= ٠.

ازاین رو،

e−αx|g(x)| ≤ M

|α|
.

g′ = f و است پیوسته g است. کران دار [٠,∞) روی e−αxg(x) که است آن معنای به این

نتیجۀ این به (١) قسمت از استفاده با بنابراین، است، پیوسته قطعه به قطعه [٠,∞) روی

که م رسیم

L(f)(s) = L(g′)(s) = sL(g)− g(٠+).

است. بدیه α = ٠ حالت که رسید؛ خواهیم مطلوب نتیجه به g(٠+) = ٠ با
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تعمیم nام مرتبۀ مشتقات به مربوط فرمول تا را ٧. ٢. ١ رابطۀ م توانیم ،n روی استقرا با

م کنیم. واگذار خواننده به را اثبات جزئیات و دهیم

باشند. هموار قطعه به قطعه و پیوسته روی(∞,٠] fn−١, · · · , f, f ′ کنید فرض .١١ نتیجه

آن گاه باشند، نمایی مرتبۀ از fn, · · · , f, f ′ اگر

L(f (n))(s) = snL(f)(s)− sn−١f(٠+)− sn−٢f ′(٠+)− · · · − f (n١)(٠+),

Res > α. (٧. ٨)

داریم: ،۶ .٧ قضیۀ و ۵ .٧ مثال نتیجۀ از استفاده با (١) .٧. ٢. ٢ مثال

L(cos ax)(s) = L(
١
a

d

dx
sin ax)(s)

=
١
a
(s

a

s٢ + a٢
− sin ٠)

=
s

s٢ + a٢
, s > ٠.

(٢)

L(f)(s) =
١

s(s٢ − ١)
, s > ١,

م آوریم: به دست (٧. ٧) فرمول از استفاده با است. شده داده

f(s) = L−١(
١
s

١
s٢ − ١

)(x) =

∫ x

٠
sinh tdt = cosh x− ١.

تبدیل f(٠+) منهای s ضرب در به L تحت F از مشتق گیری ،٧. ٢. ١ قضیه برطبق

و f ∈ ε اگر برعکس، م شود. تبدیل s تقسیم به (٠, x) روی انتگرال گیری و م شود
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که دهیم نشان م توانیم آن گاه باشد، L(f) = F

L(xf)(s) = − d

ds
L(f)(s) = −F ′(s) (٧. ٩)

L(f/x)(s) =

∫ ∞

s

F (z)dz, (٧. ١٠)

منحن و است انتگرال پذیر موضعاً f(x)/x تابع که است شده فرض (٧. ١٠) رابطۀ در که

م ماند. باق کران دار Imz که است به گونه ای ∞ تا s از z صفحۀ در انتگرال بستۀ سادۀ

م کنیم. واگذار خواننده به را فرمول دو این اثبات

معمول دیفرانسیل معادلات در کاربردها ٧. ٢. ١

مقدار مسائل حل برای مؤثر ابزاری لاپلاس، تبدیل م شود باعث آن نتیجۀ و ۶ .٧ قضیۀ

معادله در ضرایب که هنگام به ویژه باشد؛ خط معمول دیفرانسیل معادلات برای اولیه

را دیفرانسیل معادله  نخست روش، این با دیفرانسیل معادله ی حل برای هستند. ثابت

را جبری معادله جواب و م کنیم تبدیل جبری معادلۀ ی به لاپلاس، تبدیل از استفاده با

معادلۀ جواب جبری، معادلۀ جواب از معکوس تبدیل از استفاده با سپس و م آوریم به دست

دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادله مثال، به عنوان م کنیم. پیدا را اصل

y′′ + ay′ + by = f(x), x > ٠, (٧. ١١)

یرید: ب نظر در زیر اولیۀ شرایط تحت هستند، ثابت b و a که را

y(٠+) = y٠, y′(٠+) = y١. (٧. ١٢)
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م آوریم: به دست L(f) = F و L(y) = Y با ،١١ نتیجۀ از استفاده با

s٢Y − sy٠ − y١ + a(sY − y٠) + bY = F.

ازاین رو،

Y (s) =
F (s)

s٢ + as+ b
+
y٠(s+ a) + y١
s٢ + as+ b

,

داریم: بنابراین،

y(x) = L−١(Y )(x)

= L−١
[

F (s)

s٢ + as+ b

]
(x) + L−١

[
y٠(s+ a) + y١
s٢ + as+ b

]
(x)

= yp(x) + yh(x).

ن هم معادلۀ  جواب ی yh و (٧. ١١) ن ناهم معادلۀ خصوص جواب ی yp جواب

به ویژه م کند، فراهم yp آوردن به دست برای مناسب راه ی روش، این است. متناظر

گویا تابع ی از ساده معکوس تبدیل جواب ن هم بخش نباشد. پیوسته f تابع زمان که

شرایط وقت که و شود محاسبه جزئ کسرهای از استفاده با است ن مم که است sبرحسب

بنابراین، م شود. صفر است، y٠ = y١ = ٠ وقت یعن باشد، ن هم y′ و y روی اولیه

تابع به بیشتری جمله های تنها مرزی، شرط یا دیفرانسیل معادله هر در ن ناهم جمله های

ندارد. اضاف پیچیدگ جاها سایر در ول م کند. اضافه Y تبدیل

ی در جاری جریان برای ریاض مدل ی واقع در ،(٧. ١٢) و (٧. ١١) معادله های

در مقاومت ی شامل تری ال مدار : RLC مدار [تعریف است. RLC تری ال مدار



کاربردها٣۴۵ و ویژگ ها ٧. ٢

نوسان ساز مدار ی است. راست سمت در خازن ی و وسط در سلف ی چپ، سمت

در که همان طور م یابد.] کاهش کم کم زمان طول در مدار این نوسانات دامنۀ و است

م شود، سنجیده R توسط که مقاومت ی شامل مدار این م شود، داده نشان ٧. ٢ ل ش

ولتاژ ی توسط و متصل اند هم به سری به صورت که C خازن ی و L خودالقای ی

مدار در جریان نشان دهندۀ y(t) اگر است. وابسته زمان به که م شوند تأمین ν(t) ورودی

است: زیر به صورت به ترتیب مدار عنصر سه هر در پتانسیل افت آن گاه باشد،

νR(t) = Ry(t), νL(t) = Ly′(t), νc =
١
c

∫ t

t٠

y(τ)dτ.

است: ورودی ولتاژ با برابر پتانسیل افت مجموع کیرشهف، قانون به توجه با

RLC مدار :٧. ٢ ل ش

Ry + Ly′ +
١
c

∫ t

t٠

y(τ)dτ = ν(t).

م رسیم: زیر دوم درجۀ معادلۀ به انتها در ،L بر تقسیم  کردن و t به نسبت مشتق گیری با

y′′ +
R

L
y′ +

١
LC

y = f(t),
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وقت  t = ٠ در y′ و y اگر است. شده داده f = ν ′/L و هستند ثابت ضرایب که

معادله های مشابه معادله های از دستگاه ی ما آن گاه شوند، مشخص است بسته مدار کلید

بالا در داده شده توضیح خطوط طول در دستگاه حل با جریان، داریم. (٧. ١٢) و (٧. ١١)

م شود. تعیین

کنید. حل را زیر اولیۀ مقدار مسئلۀ .٧. ٢. ٣ مثال

y′′ + ۴y′ + ۶y = e−t, t > ٠,

y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠.

به صورت بالا دیفرانسیل معادله لاپلاس تبدیل حل:

s٢Y + ۴sY + ۶Y =
١

s+ ١
,

است: زیر به صورت تبدیل تابع و

Y (s) =
١

(s+ ١)(s٢ + ۴s+ ۶)
=

١
(s+ ١)[(s+ ٢(٢ + ٢]

.

داریم: م کنیم، استفاده جزئ کسرهای از گویا تابع این معکوس کردن برای

Y (s) =
١
٣

١
s+ ١

− ١
٣

s+ ٢
(s+ ٢(٢ + ٢

− ١
٣

١
(s+ ٢(٢ + ٢

.

داریم: معکوس، تبدیل خط بودن با

y(t) =
١
٣
e−t − ١

٣
L−١

[
s+ ٢

(s+ ٢(٢ + ٢

]
(t)− ١

٣
L−١

[
١

(s+ ٢(٢ + ٢

]
(t).

(٧. ١٣)
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معکوس لاپلاس تبدیل روی s در انتقال اثر که است لازم ، پایان عبارت دو محاسبۀ برای

م شود.  فراهم زیر انتقال قضیۀ توسط این کنیم. تعیین را L−١

داریم: آن گاه باشد، Res > α روی L(f)(s) = F (s) و f ∈ ε اگر .۴ .٧. ٢ قضیه

L(eaxf)(s) = F (s− a), s− a > α, (١۴ .٧)

L[H(x− a)f(x− a)](s) = e−asF (s), a ≥ ٠, s > α. (١۵ .٧)

است لاپلاس تبدیل تعریف از مستقیم نتیجۀ ی (١۴ .٧) معادلۀ برهان.

L(eaxf)(s) =

∫ ∞

٠
f(x)e−(s−a)xdx,

= F (s− a), s− a > α.

که باشید داشته توجه (١۵ .٧) اثبات برای

e−asF (s) =

∫ ∞

٠
f(x)e−s(x+a)dx

=

∫ ∞

a

f(x− a)e−sxdx

=

∫ ∞

٠
H(x− a)f(x− a)e−sxdx

= L[H(x− a)f(x− a)](s).

چون برم گردیم، ٧. ٢. ٣ مثال در (٧. ١٣) معادلۀ  به

L−١
(

s

s٢ + ٢

)
(t) = cos

√
٢t
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L−١
(

١
s٢ + ٢

)
(t) =

١√
٢
L−١

( √
٢

s٢ + ٢

)
=

١√
٢
sin

√
٢t,

م آوریم: به دست (١۴ .٧) فرمول کاربردن به با

L−١
[

s+ ٢
(s+ ٢(٢ + ٢

]
(t) = e−٢t cos

√
٢t

L−١
[

١
(s+ ٢(٢ + ٢

]
(t) =

١√
٢
e−٢t sin

√
٢t.

م شود: معین زیر به صورت (٧. ١٣) جواب بنابراین،

y(t) =
١
٣
e−t −

(
١
٣
cos

√
٢t+

١
٣
√
٢
sin

√
٢t
)
e−٢t.

شرط دو باید بالا مثال دوم مرتبۀ معادلۀ چرا که شوید زده فت ش است ن مم .۵ .٧. ٢ تبصره

y−y′′ = f مشابه، معادلۀ ی درحال که باشد، داشته جوابش تعیین برای x = ٠ در اولیه

یعن شرط، ی تنها بود، گرفته قرار بحث مورد ششم فصل پایان در که ،٠ < x < ∞ با

با فوریه تبدیل از استفاده با آخر معادلۀ که است آن امر این دلیل دارد. لازم را y(٠) = y٠

میل ٠ به x → ∞ وقت پیوسته بودن، با که است، L١ تابع ی y که شد حل فرض این

م دهد. یل تش را دوم مرزی شرط این م کند،

ضرایب با دیفرانسیل معادله حل برای معمول روش از م توانیم تنها ما ،۴ .٧. ٢ مثال در

برای ار آش مزیت نیست، پیوسته ن ناهم جمله که زیر مثال در ول کنیم؛ استفاده ثابت

دارد. وجود لاپلاس تبدیل از استفاده

کنید. حل را زیر اولیۀ مقدار مسئلۀ .۶ .٧. ٢ مثال

y′ + ٣y = f(t), t > ٠,



کاربردها٣۴٩ و ویژگ ها ٧. ٢

y(٠) = ١,

که

f(t) =


٠ t < ٠
t ٠ < t < ١
٠ t > ١

f(t) = t ورودی ولتاژ آن در که م دهد نشان RL مدار ی در را جریان ،y(t) اینجا در

f(t) تابع :٧. ٣ ل ش

م شود. خاموش t = ١ در سپس و روشن t = ٠ در

از استفاده با م توانیم ،f(t) = t[H(t) − H(t − ١)] به صورت f نشان دادن با حل:

بنویسیم: ۴ .٧. ٢ قضیۀ و (٧. ٩) فرمول

L(f)(s) = − d

ds
L[H(t)−H(t− ١)](s)

= − d

ds
[
١
s
− e−s

s
]

=
١
s٢

− e−s

s٢
− e−s

s
.

است: زیر به صورت تبدیل شده معادلۀ

(s+ ٣)Y (s)− ١ =
١
s٢

− e−s

s٢
− e−s

s
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Y (s) =
١

s+ ٣
+

١
s٢

١
s+ ٣

− e−s ١
s٢

١
s+ ٣

− e−s١
s

١
s+ ٣

.

با

L−١(
١

s+ ٣
) = e−٣tH(t),

م نویسیم: (٧. ٧) از استفاده با

L−١(
١
s

١
s+ ٣

)(t) =

∫ t

٠
e−٣τdτ =

١
٣
(١− e−٣t)H(t)

L−١(
١
s٢

١
s+ ٣

)(t) =

∫ t

٠

١
٣
(١− e−٣τ )dτ =

١
٣
(t+

١
٣
e−٣t − ١

٣
)H(t).

که م کند ایجاب (١۵ .٧) رابطۀ اکنون

L−١(e−s١
s

١
s+ ٣

)(t) =
١
٣
(١− e−٣(t−١))H(t− ١)

L−١(e−s ١
s٢

١
s+ ٣

)(t) =
١
٣
[(t− ١) +

١
٣
e−٣(t−١) − ١

٣
)H(t− ١),

داریم: ازاین رو،

y(t) =
١
٣
(t− ١٠

٣
e−٣t − ١

٣
)H(t)− ١

٣
(t− ٢

٣
e−٣(t−١) − ١

٣
)H(t− ١)

=

{ ١
٣(t−

١
٣) +

١٠
٩ e

−٣t, ٠ < t ≤ ١
٢+١٠e٣

٩ e−٣t, t > ١,

م رود، انتظار این است. پیوسته (٠,∞) روی y جواب است، ناپیوسته x = ١ در f اگرچه

نم دهد. را RL مدار در جریان ناگهان تغییر اجازۀ L خودالقایی زیرا

و ٧. ٢. ٣ ،٧. ٢. ٢ مثال های در جواب ها آوردن به دست برای کاررفته به مورد روش

به معروف لاپلاس، تبدیل ویژگ های براساس را تکنی ها مجموعۀ از بخش ،۶ .٧. ٢



کاربردها٣۵١ و ویژگ ها ٧. ٢

حل برای (١٩٢۵ ‐١٨۵٠) هوییزید١ الیور انگلیس فیزی دان توسط که عمل محاسبات

همان طور م دهد. یل تش بود، شده داده توسعه تری ال مدارهای خط دیفرانسیل معادلات

نم شود. محدود ثابت ضرایب با معادلات به روش این م دهد، نشان بعدی مثال که

لاگر معادلۀ  لاپلاس، تبدیل با .٧. ٢. ٧ مثال

xy′′ + (١− x)y′ + ny = ٠, x > ٠, n ∈ N٠,

م شود: تبدیل زیر ل ش به

− d

ds
[s٢Y − sy(٠)− y′(٠)] + sY − y(٠) +

d

ds
[sY − y(٠)] + nY = ٠

(s− s٢)Y ′ + (n+ ١− s)Y = ٠

Y ′

Y
=
n+ ١− s

s(s− ١)
=

n

s− ١
− n+ ١

s
.

م آوریم: به دست ، پایان معادله از انتگرال گیری با

Y (s) = c
(s− ١)n

sn+١ ,

داریم: معکوس، تبدیل گرفتن نظر در با است. انتگرال گیری ثابت c که

y(x) = cL−١
[
(s− ٢(١

sn+١

]
(x)

= cexL−١
[

sn

(s+ ١)n+١

]
(x)

=
c

n!
ex

dn

dxn
(e−xxn).

م آید. به دست c = ١ گرفتن نظر در با Ln لاگر چندجمله ای
1Oliver Heaviside
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راف تل معادلۀ ٧. ٢. ٢

جزئ دیفرانسیل معادلات برای مرزی مقدار مسائل حل برای م تواند لاپلاس تبدیل هچنین

به نسبت م تواند تبدیل صورت، این در باشد، t زمان متغیر شامل وقت به ویژه رود، کار به

معادلۀ شود. اعمال [٠,∞) نامتناه نیمۀ بازۀ روی t

uxx = Autt +But + Cu, ٠ < t <∞, (١۶ .٧)

راف تل معادلۀ به که معادله  این هستند. نامنف ثابت های C و B ،A که یرید ب نظر در را

را ولتاژ یا تری ال جریان مانند u(x, t) ترومغناطیس ال نال سی ی است، معروف

خودالقایی با C و B ،A ثابت های م کند. حرکت انتقال خط امتداد در که م کند توصیف

(به م شوند تعیین خط امتداد در طول) واحد (در تری ال ظرفیت و مقاومت توزیع شده،

آن گاه دهیم، توسعه −∞ < x < ∞ روی را انتقال خط اگر .(٢ جلد کنید، مراجعه [٧]

روی آن اگر ول است. کاف u مشخص کردن برای ut و u در (t = ٠ (در اولیه شرط دو

صورت، این در کنیم؛ مشخص هم x = ٠ در را u باید آن گاه یابد، گسترش ٠ ≤ x <∞

م گیریم: نظر در زیر به صورت را مرزی شرایط

u(٠, t) = f(t), t ≥ ٠,

u(x, ٠) = g(x), x ≥ ٠,

ut(x, ٠) = h(x), x ≥ ٠.

زیرا است، نیاز مورد اولیه شرط دو و شود م منتقل که است ورودی نال سی f(t) اینجا

ut روی شرط به نیاز باشد A = ٠ (اگر است t برحسب دوم مرتبۀ از (١۶ .٧) معادلۀ
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فوریه انتگرال از استفاده با متغیرها، جداسازی توسط (١۶ .٧) معادلۀ  م توانیم ما نیست).

مرزی شرایط همۀ که واقعیت این ول کییم، حل دادیم انجام این از پیش که همان طور

روی غیرضروری محدودیت های همچنین، م کند. دشوارتر را کار روند هستند، ن غیرهم

م دهد. قرار م کند، میل t→ ∞ وقت f و u رفتار

سپس و f = ٠ شرط با ابتدا مرزی، شرایط مجموعه دو تحت (١۶ .٧) حل با م توانیم

دو این مجموع است. ن هم و خط ،(١۶ .٧) چون کنیم؛ ساده تر را کارها g = h = ٠ با

هر در م کند. صدق ن ناهم مرزی شرط سه در آن و است معادله جواب ی هم، جواب

در را دوم حالت کرد. قرار استفاده جواب ساختن برای لاپلاس تبدیل از م توان حالت دو

هستند: زیر به صورت مرزی شرایط که م گیریم نظر

u(٠, t) = f(t), t ≥ ٠,

u(x, ٠) = ut(x, ٠) = ٠, x ≥ ٠.

م گیرند قرار ε در t از تابع به عنوان هم utt و ut ،uxx ،ux ،u ،f که م کنیم فرض

لاپلاس تبدیل م توانیم هستند. t از هموار قطعه به قطعه توابع آن، اول جزئ مشتقات و u و

داریم: ببریم. کار به (١۶ .٧) معادلۀ برای t به نسبت

Uxx = (As٢ +Bs+ C)U, (٧. ١٧)

که

U(x, s) =

∫ ∞

٠
u(x, t)e−stdt (٧. ١٨)
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م توانیم شود، کران دار u سینگال اگر مثال، برای است. α حقیق مقدار از Resبزرگ تر و

انتگرال داخل در م تواند x به نسبت مشتق که باشید داشته توجه یریم. ب نظر در α = ٠

نواخت ی به طور ϵ > ٠ هر به ازای Res > α + ϵ روی آخری زیرا گیرد، انجام (٧. ١٨)

دارد: را زیر عموم جواب (٧. ١٧) معادلۀ ،s پارامتر ثابت مقدار هر به ازای م شود. را هم

U(x, s) = c١(s)e
λ(s)x + c٢(s)e

−λ(s)x,

است. λ(s) =
√
As٢ +Bs+ C و c١ + c٢ = U(٠, s) = L(f)(s) = F (s) که

eλ(s)x جواب ،Reλ(s) > ٠ آن در که یریم، ب نظر در را دوم ریشۀ اصل شاخۀ ما اگر

زین کردن جای با شود. گذاشته کنار باید بنابراین، م شود بی کران s صفحه راست نیمۀ در

حاصل تبدیل تابع ،c١ = ٠

U(x, s) = F (s)e−λ(s)x

است، u(x, t) = L−١(u)(x, t) به صورت مطلوب جواب آن از معکوس گیری تبدیل با

از تعدادی این، وجود با باشد. خسته کننده بسیار انجام شده محاسبات است ن مم اگرچه

به دست صریح به طور م توان را جواب که دارد وجود (١۶ .٧) معادلۀ از خاص حالت های

آورد.

شود تبدیل زیر موج معادلۀ به م تواند (١۶ .٧) ،B = C = ٠ و A = ١/c٢ اگر .١

utt = c٢uxx.

تبدیل تابع اینجا

U(x, s) = e−sx/cF (s)
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داریم: م شود. معکوس به راحت (١۵ .٧) فرمول از استفاده با

u(x, t) = H(t− x/s)f(t− x/s).

بنابراین، ندارد. وجود t = x/c تا x نقطۀ  در نال سی هیچ که م دهد نشان عبارت این

این م کند. حرکت خط پایین به c سرعت با و میرایی یا ل ش تغییر بدون f(t) نال سی

انتقال، در درنتیجه، و ندارد وجود But میرایی عامل حاضر حال در زیرا م رفت، انتظار

نم رود. بین از انرژی هیچ

داریم: آن گاه باشد، کامل مربع ی As٢ +Bs+ C = (s+ b)٢/c٢ اگر .٢

U(x, s) = e−(s+b)x/cF (s)

است: زیر به صورت جواب و

u(x, t) = e−bx/cH(t− x/c)f(t− x/c).

ول م کند، حرکت خط پایین به ل ش تغییر بدون c سرعت با مجدد f(t) نال سی اینجا

مقاومت که شود طراح به گونه ای اگر انتقال خط م شود. ضعیف e−bx/c میرایی عامل

کنند، صدق B٢ = ۴AC رابطۀ در تری ال ظرفیت و خودالقایی ضریب توزیع شده،

راف تل معادلۀ درمورد ر دی مطالب مطالعۀ به علاقه مندان م ماند. باق ل ش تغییر بدون

کنند. مراجعه [١٠] به م توانند

را زیر گرمای معادلۀ  است، مثبت ثابت k که باشد، B = ١/k و A = C = ٠ اگر .٣

م آوریم: به دست

ut = kuxx.
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،u لاپلاس تبدیل حالت، این در

U(x, s) = e−x
√

s/kF (s), (٧. ١٩)

نیاز ری دی قاعدۀ ،L−١(U) آوردن به دست برای نیست. معکوس پذیر به راحت که است

فوریه، تبدیل مشابه کنیم. معکوس را تبدیل دو حاصل ضرب تا م دهد ان ام ما به که داریم

م شود. شامل هم را معکوس تبدیل های تلفیق این، که باشیم داشته انتظار باید

تلفیق شان آن گاه باشد، انتگرال پذیر موضعاً [٠,∞) روی g و f توابع اگر

f ∗ g(x) =
∫ x

٠
f(x− t)g(t)dt =

∫ x

٠
f(t)g(x− t)dt = g ∗ f(x)

در متناه بازۀ  ی [a, b] اگر زیرا است؛ انتگرال پذیر موضعاً [٠,∞) روی و خوش تعریف

داریم: آن گاه باشد، [٠,∞)∫ b

a

|f ∗ g(x)|dx ≤
∫ b

a

∫ x

٠
|f(x− t)||g(t)|dtdx

=

∫ b

a

∫ b

٠
H(x− t)|f(x− t)||g(t)|dtdx

=

∫ b

٠

[∫ b

a

H(x− t)|f(x− t)|dx
]
|g(t)|dt

≤
∫ b

٠

[∫ b−t

a−t

H(y)|f(y)|dy
]
|g(t)|dt.

توسط [a− t, b− t] روی H|f | انتگرال ،٠ ≤ t ≤ b و است انتگرال پذیر موضعاً f چون

|f ∗ g| است، انتگرال پذیر موضعاً نیز g چون و است کران دار نواخت ی به طور ثابت ی

پیوسته (قطعه به قطعه) g یا f از هرکدام اگر نیز f ∗ g تلفیق است. انتگرال پذیر [a, b] روی

(قطعه به قطعه) g یا f اگر است هموار (قطعه به قطعه) و است پیوسته (قطعه به قطعه) باشد،



کاربردها٣۵٧ و ویژگ ها ٧. ٢

.(١۶ .٧ (تمرین باشند هموار

م توان آن گاه شود، کران دار eαx توسط م کند میل x → ∞ وقت g(x) و f(x) اگر

درنتیجه، شد؛ خواهد کران دار β > α هر برای eβx توسط f ∗g(x) که کرد بررس به راحت

آن لاپلاس تبدیل و است ε به متعلق f ∗ g تلفیق شان آن گاه باشند، ε به متعلق g و f اگر

م شود: تعیین زیر به صورت

L(f ∗ g)(s) =
∫ ∞

٠
e−sx

∫ x

٠
f(t)g(x− t)dtdx

=

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
H(x− t)f(t)g(x− t)e−sxdtdx

=

∫ ∞

٠
f(t)

∫ ∞

٠
g(y)e−s(t+y)dydt

= L(f)L(g)(s).

انتگرال نواخت ی رایی هم با امر این و م شود عوض انتگرال گیری ترتیب سوم، برابری در

زیر تلفیق قضیۀ بنابراین، است. توجیه قابل مثبت ϵ هر به ازای Res ≥ β + ϵ روی دوگانه

کرده ایم. اثبات است، فوریه تبدیل برای ٣. ٧ .۶ قضیۀ با مطابق که را

آن گاه L(g)(s) = G(s) و L(f)(s) = F (s) اگر .f, g ∈ ε کنید فرض .٧. ٢. ٨ قضیه

داریم:

L(f ∗ g)(s) = F (s)G(s).

که م گیریم نتیجه ،(٧. ١٩) معادلۀ به توجه با

u(x, t) = L−١(e−x
√

s/kF (s))(t)
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= f ∗ L−١(e−x
√

s/k)(t).

به که کرد، تعیین (۴ .٧) معکوس فرمول از استفاده با م توان را L−١(e−x
√

s/k)(t) تابع

یا ببینید)، را ٧. ٢١ (تمرین دارد نیاز ساده بستۀ منحن روی انتگرال دست کاری های برخ

داریم: حالت، دو از هری در کرد. پیدا لاپلاس تبدیلات جدول در م توان

L−١(e−x
√

s/k)(t) =
x√
۴πkt٣

e−x٢/۴kt.

داشت: خواهیم ازاین رو،

u(x, t) =
x√
۴πk

∫ t

٠
f(t− τ)τ−٣/٢e−x٢/۴kτdτ. (٧. ٢٠)

و x→ ∞ وقت t زمان، هر در دارد. اول حالت دو با یری چشم تفاوت uجواب اینجا در

خط امتداد در چون f نال سی و م کند میل صفر به ،t→ ∞ وقت که x نقطۀ هر در همچنین

معادلۀ چون نیست، فت ش جای م دهد. ل ش تغییر م شود. منتشر ثابت سرعت بدون

با هذلولوی، معادلۀ ی از و م کند تغییر اساس به طور اول عبارت حذف با (١۶ .٧) اصل

م کند، حرکت پراکنده روش به جواب هایش که سهموی معادلۀ ی به ، موج جواب های

م کند. تغییر م شود، پخش گاز یا گرما که روش همان به

تمرین ها

کنید. تعیین را آن لاپلاس تبدیل و کنید رسم را زیر توابع از هری .۴ .٧

.(x− ١)H(x− ١) الف)

.(x− ٢(١H(x− ١) ب)
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.x٢[H(x− ١)−H(x− ٣)] پ)

.H(x− π/٢) cos x ت)

.(١− e−x)[H(x)−H(x− ١)] ث)

تابع نشان دادن برای هوی ساید تابع از .۵ .٧

f(x) =

{
x, ٠ < x < ١
e١−x, x > ١ ,

کنید. تعیین را آن لاپلاس تبدیل و کنید رسم را تابع کنید. استفاده واحد عبارت ی با

کنید. تعیین زیر توابع از هری برای را معکوس لاپلاس تبدیل .۶ .٧

. e−۶s

s٣
الف)

. e−s

s٢+٢s+٢ ب)

.١
s
(e−٣s + e−s) پ)

. ١
s−١(e

−٣s + e−s) ت)

.١+e−πs

s٩+٢ ث)

(۶ .٧) معادلۀ است، پیوسته (الف) قسمت ٧. ٢. ١ درقضیۀ f که نشود فرض اگر .٧. ٧

م رسد؟ نظر به ونه چ

کنید. حل را زیر اولیۀ  مقدار مسئله های .٧. ٨

.y′′ + ۴y′ + ۵y = ٠, y(٠) = ١, y′(٠) = ١ الف)

.٩y′′ − ۶y′ + y = ٠, y(٠) = ٣, y′(٠) = ١ ب)

.y′′ + ٢y′ + ۵y = ٣e−x sinx, y(٠) = ٠, y′(٠) = ٣ پ)

.y′′ + ٢y′ − ٨y = −٢۵۶x٣, y(٠) = ١۵, y′(٠) = ٣۶ ت)
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.y′′ − ٣y′ + ٢y = H(t− ١), y(٠) = ٠, y′(٠) = ١ ث)

.y′ + ٢y = H[H(x)−H(x− ١)] ج)

.y′ + y =

{
sinx ٠ < x < π

− ٢ sinx x > π
, y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠ چ)

بنویسید. را زیر تبدیلات از هری معکوس .٧. ٩

. s
(s٩+٢)٢ الف)

.log( s
s−١) ب)

.log( s+a
s+b

) ج)

.cot−١(s+ ١) د)

ناسرۀ انتگرال توسط تعریف شده Si : R → R تابع .٧. ١٠

Si(x) =

∫ x

٠

sin t

t
dt,

که کنید ثابت م شود. نامیده سینوس انتگرال

L(
sinx

x
)(s) = tan−١(

١
s
)

L[Si(x)](s) =
١
s
tan−١(

١
s
).

نشان است p > ٠ دورۀ  با [٠,∞) روی متناوب تابع f ∈ ε کنید فرض (الف) .٧. ١١

که دهید

L(f)(s) =
١

١− e−ps

∫ p

٠
f(x)e−sxdx, s > ٠.

x > ٠ هر به ازای f(x+ ١) = f(x) و (٠, ١) روی f(x) = x اینکه از استفاده با (ب)

کنید. محاسبه را L(f) ،x < ٠ هر به ازای است، f(x) = ٠ و



کاربردها٣۶١ و ویژگ ها ٧. ٢

.Res→ ∞ ،f ∈ ε هر به ازای چون ،L(f)(s) → ٠ کنید ثابت .٧. ١٢

حل را
∫ x

٠ (x − t)٣y(t)dt = f(x) انتگرال معادله لاپلاس تبدیل از استفاده با .٧. ١٣

است. کارآمد روش این شود حاصل اطمینان که کنید تعریف f روی را شرایط و کنید

که کنید ثابت باشد، g(x) = ١/
√
πx و f(x) = ex اگر .١۴ .٧

f ∗ g(x) = exerf(
√
x).

کنید. محاسبه را L[erf(
√
x)] و L[exerf(

√
x)] این، از استفاده با

به ازای یعن است، x نامنف حقیق عدد از صحیح قسمت [x] جایی که در را L[x] .١۵ .٧

،x ∈ [n, n+ ١) هر

[x] = n, n ∈ N٠,

کنید. تعیین

دهید نشان یرید. ب نظر در را f, g ∈ [٠,∞) → C انتگرال پذیر موضعاً تابع دو .١۶ .٧

که

باشد. (هموار) پیوسته g یا f اگر است، (هموار) پیوسته f ∗ g الف)

(هموار) پیوسته قطعه به قطعه g یا f اگر است (هموار) پیوسته قطعه به قطعه f ∗ g ب)

باشد.

موج معادلۀ جواب لاپلاس، تبدیل از استفاده با .٧. ١٧

utt = c٢uxx, x > ٠, t > ٠,



لاپلاس ٣۶٢تبدیلات

مرزی شرط با را

u(٠, t) = cos٢ t, t > ٠,

اولیۀ شرایط و

u(x, ٠) = ut(x, ٠) = ٠, ٠ ≤ x ≤ l

آورید. به دست

کنید. حل را زیر مرزی مقدار مسئلۀ .٧. ١٨

ut − au = kuxx, x > ٠, t > ٠,

u(٠, t) = f(t), t ≥ ٠,

u(x, ٠) = ٠, x ≥ ٠.

کنید. حل را زیر مرزی مقدار مسئلۀ .٧. ١٩

utt + ٢ut + u = c٢uxx, uxx, x > ٠, t > ٠,

u(٠, t) = sin t, t ≥ ٠,

u(x, ٠) = ut(x, ٠) = ٠, x ≥ ٠.

x→ ٠ درنتیجه کند، میل u(x, t) → f(t) زمان که کنید ثابت (٧. ٢٠) معادلۀ در .٧. ٢٠

م کند. میل

که کنید ثابت s‐صفحه در ساده بستۀ منحن روی انتگرال از استفاده با .٧. ٢١

L−١(ea
√
s/

√
s)(x) =

١√
πx
e−a٢/۴x,



کاربردها٣۶٣ و ویژگ ها ٧. ٢

م دهد: نتیجه را زیر فرمول باشد، a > ٠ اگر آن در که

L−١(ea
√
s)(x) =

a

٢
√
πx٣

e−a٢/۴x.



لاپلاس ٣۶۴تبدیلات



٨ فصل

تمرین ها

١ فصل

نیست، برداری فضای (ج) ، حقیق برداری فضای (ب) مختلط، برداری فضای (الف) .١. ٢

. حقیق برداری فضای (د)

م شود. تناقض باعث امر این که دهید نشان و هستند متفاوت اعداد که کنید فرض .۴ .١

برای هستند، سان ی برداری فضای ی پایه های ،y١, · · · , yn+١ و x١, · · · , xn فرض با

از حاصل دستگاه کنید. بیان x١, · · · , xn از خط ترکیب به صورت را yi ،٠ ≤ i ≤ n هر

yi از خط ترکیب xi ،٠ ≤ i ≤ n هر برای منحصربه فرد به طور م توان را خط معادلۀ n

(y١, · · · , yn ازاین رو، (و x١, · · · , xn از خط ترکیب نیز yn+١ چون کرد. حل (چرا؟)

دارد. مغایرت y١, · · · , yn+١ خط استقلال با این بنابراین، است

آن) ستون های (یا سطرها از ی اگر تنها و اگر است، صفر دترمینان که م دانید .١. ٧

باشد. ستون ها) (یا ر دی سطرهای از خط ترکیبی

x = (١, ١) کنید. استفاده ||x+ y||٢ = ||x||٢+ ٢Re 〈x, y〉+ ||y||٢ برابری از .١. ٨



٣۶۶تمرین ها

یرید. ب نظر در را y = (i, i) و

.
√
١۴ (د) ،٣/٨ (ج) ،٣/٢ (ب) ،٠ (الف) .١. ١٠

. 〈f, f٣〉 /||f٣|| =
√
π/٢ ،〈f, f٢〉 /||f٢|| = ٠ ،〈f, f١〉 /||f١|| =

√
π/٢ .١. ١٢

.[٠, ١] روی |x| = x زیرا خیر، .١۴ .١

.b = ١/۶ ،a = ١ .١. ١٧

نیست. انتگرال پذیر f که دهید نشان تا کنید استفاده ریمان انتگرال تعریف از .١. ٢١

نیست. L٢ روی (د) ،١ (ج) نیست، L٢ روی (ب) ،١/
√
٢ (الف) .١. ٢٢

کنید. بررس ١. ٣ بخش ابتدای در را اثبات .١. ٢٣

با باشند. خط وایستۀ باید g ،f که دهید نشان تا کنید استفاده ١. ٢٣ تمرین از .٢۴ .١

است. a ≥ ٠ که دهید نشان g = af فرض

.α > −١/٢ .٢۵ .١

.α < −١/٢ .٢۶ .١

باشد. (٠, ١] روی f(x) = ١/
√
x کنید. استفاده ‐شوارتز کوش نامساوی از .١. ٢٨

.sin٣ x =
٣
۴
sinx− ١

۴
sin ٣x .١. ٣٠

کنید. استفاده x→ ∞ آن گاه p(x)e−x → ٠ ،p چندجمله ای هر برای اصل از .١. ٣٢

است ناپیوسته تابع حد (الف) .٣۴ .١

lim
n→∞

xn

١+ xn
=


١, |x| > ١
٠, |x| < ١
١/٢, x = ١
نشده ,تعریف x = −١

,

نقطه به نقطه. (ج) نواخت، ی (ب) نقطه به نقطه، (الف) .٣۵ .١



٣۶٧

به نقطه به نقطه رای هم .١. ٣٧

f(x) =

{
٠, x = ٠
١− x, ٠ < x ≤ ١ ,

نیست. کران دار fn تعریف دامنۀ .۴١. ٠

.x 6= −١ (ب) ،R (الف) .۴١. ٢

.٠ (ج) ،١ (ب) ،١ (الف) .۵١. ٠

واگرا. (ج) را، هم (ب) را، هم (الف) .۵١. ١

. c٣ = −١/π ،c٢ = −٢/pi ،c١ = ١ .۵١. ٧

.b٢ = ٠ ،b١ = ٠ ،a٢ = ٠ ،a١ = −۴/π ،a٠ = π/٢ .۵١. ٨

.L٢ رایی هم .ak = ١/n .۶١. ١

٢ فصل

y = e٢x(c١ cos
√
٣x+ c٢ sin

√
٣x) + ex/۴ (الف) .٢. ١

.y = c١x
٢ + c٢ + x٣ (ب)

.y = x−١(c١ + c٢ log x) +
١
۴x− ١ (ج)

،y = c٢−١)٠x٢+ ۴
٣x

۴+· · · )+c١(x−x٣+ ١
٢x

۵+· · · ) ،cn+٢ = − ٢
n+ ١

cn .٢. ٣

.|x| < ١

دارد. خط مستقل جواب دو حداکثر دوم درجۀ معادلۀ .۵ .٢

.xy′′
+ y

′
= ٠ (ج) ،x٢y′′

+xy
′ − y = ٠ (ب) ،y′′

+ ٢y′
+ ۵y = ٠ (الف) .٢. ٧

حقیق اعداد روی کران دار نامتناه مجموعۀ ی اینکه اصل و ٢. ٧ لم از استفاده با .٢. ٨



٣۶٨تمرین ها

قضیۀ به عنوان مختلط) (و حقیق اعداد ویژگ این دارد. حدی) (یا انباشتگ ی حداقل

کنید). مراجعه [؟] (به م شود شناخته بولتزانو‐وایرشتراس

کنید. استفاده ٢. ١٠ قضیۀ از .٢. ١٠

هستند. نوسان (ب) و (الف) جواب های .٢. ١٢

{π
٢ + nπ} برابر x−١/٢ cosx صفرهای .y = x−١/٢(c١ cosx + c٢ sinx) .٢. ١٣

است. n ∈ Z هر برای ،nπ برابر x−١/٢ sinx و است

کنید. استفاده ٢. ١٠ قضیۀ از .١۵ .٢

.e−
√
λx,<

√
λ > ٠ (ب) ،e±

√
λx, λ ∈ C (الف) .٢. ١٧

.ρ = e−x٣/٣ (ب) ،ρ = ١/x٢ (الف) .٢. ١٩

.un(x) = e−x sinλnx ،λn = n٢π٢ + ١ .ρ = e٢x .٢. ٢١

.un(x) = sin

(
nπ(x− a)

b− a

)
،λn = n٢π٢(b− a)−٢ .٢. ٢٣

(ی). و (ج) (ب)، (الف)، .٢. ٢٧

،λn =

(
nπ

log ۴

)٢

+ ١
۴ کنید. حل و دهید تغییر x = x+ ٣ به را مستقل متغیر .٢. ٢٩

.yn(x) = (x+ ١/٢−(٣
(
nπ

log ۴
log(x+ ٣)

)
کنید. مراجعه ٢. ١٧ مثال به .٢. ٣١

یرید. ب انتگرال [a.b] روی و کنید ضرب u در .٢. ٣٢

 

٣ فصل

.(۴ .٣ (مثال است ناپیوسته x = ٠ در آن مجموع زیرا خیر، .٣. ٢



٣۶٩

m‐وایراشتراس آزمون توسط π − |x|π٢ + ۴
π

∑∞
n=٠

١
(٢n+١)٢ cos(٢n + ١)x .۴ .٣

راست. هم نواخت ی به صورت

کنید. استفاده m آزمون از .۶ .٣

است. هموار نقطه به نقطه (ه) و (د) (ب)، است، نقطه به نقطه پیوسته (ج) و (الف) .٣. ٩

نشان سپس دارد، وجود f(٠) که دهید نشان x = ٠ در مشتق تعریف از استفاده با .٣. ١١

ندارد. وجود limx→٠+ f
′
(x) که دهید

.S(x) = ٢
∑∞

n=١
(−١)n+١

n
sinnx (الف) .١۵ .٣

.cos٣ x = ٣
۴ cosx+

١
۴ cos ٣x (د)

و (ج) (ب)، در ازاین رو، است؛ نواخت ی است، پیوسته f جایی که در رایی هم .١۶ .٣

(د).

.S(±l) = ٠ (ی) قسمت و S(±٢) = ١
٢(e

٢+e−٢) (ه)، قسمت ١۵ .٣ تمرین در .٣. ١٧

.π٢ = ٨
∑∞

n=٢)٠n+ ٢−(١ .٣. ١٩

کنید. ارزیابی x = π و x = ٠ در .x٢ = π٢

٣ + ۴
∑∞

n=١
(−١)n
n٢ cosnx .٣. ٢١

[٠, π] روی f ′
(x) = cosx با π در متناوب به صورت که است فرد تابع ی f .٣. ٢٣

،bk = ٢k
π

[
١+ (−١)k

k٢ − ١

]
جایی که در S(x) =

∑∞
k=١ bk sin kx ازاین رو، دارد. قرار

.b١ = ٠ ،k > ١

.S(π٢ + nπ) = f
′
(π٢ + nπ) = ٠ ،S(nπ) = ٠

.u(x, t) = ٣
۴e

−t sinx− ١
۴e

−٩t sin ٣x (الف) .٣. ٢٧

.u(x, t) = e−kπ٢t/۴ sin πx
٢ − e−٢۵kπ٢t/٣۶ sin ۵πx

۶ (ب)



٣٧٠تمرین ها

.an = ٢
l

∫ ١
٠ x(١− x) sin nπ

l
xdx ،u(x, t) =

∑∞
n=١ an sin

nπ
l
x cos nπ

l
t .٣. ٢٩

شرایط با ن هم موج معادلۀ در ν که u(x, t) = ν(x, t) + ψ(x) کنید فرض .٣. ٣١

و ،ψ(x) = g
٢c٢ (x

٢ − lx) به این است. صادق x = l و x = ٠ در ن هم مرزی

منجر an = −٢
l

∫ ١
٠ ψ(x) sin

nπ
l
xdx با ،ν(x, t) =

∑∞
n=١ an sin

nπ
l
x cos cnπ

l
t

م شود.

w
′′
/w = c٢ 4 که یرید ب نتیجه و u(x, y, t) = ν(x, y)w(t) کنید فرض .٣. ٣٣

فرض .w(t) = A cosλt+ B sinλt ازاین رو، جداسازی)؛ (ثابت است ν/ν = −λ٢

کنید. استفاده نتیجه گیری برای داده شده مرزی شرایط از و ،ν(x, y) = X(x)Y (y) کنید

λ = λmn =

√
n٢

a٢
+
m٢

b٢
π, m.n ∈ N,

X(x) = sin
nπ

a
x, Y (y) = sin

mπ

b
y,

umn(x, y, t) = (Amn cosλmnct+Bmn sinλmnct) sin
nπ

a
x sin

mπ

b
y.

م کنیم: اعمال جواب روی را اولیه شرایط

u(x, y, t) =
∞∑
n=١

∞∑
m=١

umn(x, y, t)

است: زیر برابر حاصل م کنیم، ارزیابی را ضرایب

Amn =
۴
ab

∫ a

٠

∫ b

٠
f(x, y) sin

nπ

a
x sin

mπ

b
ydxdy,

Bmn =
۴

λmnab
g(x, y) sin

nπ

a
x sin

mπ

b
ydxdy.



٣٧١

.u(x, y) = (sinh ٣π
٢ )

−١ sin ٣π
٢ x sinh

٣π
٢ y .٣۵ .٣

r = ٠ در باید u که کنید استفاده اصل این از dn ضرایب ازبین بردن برای (ب) .٣. ٣٧

باشد. کران دار

.u(r, θ) = A٠ +
∑∞

n=١(
R
r
)n(An cosnθ +Bn sinnθ) (ج)

۴ فصل

که: م شود نتیجه k = ٢j با ٧ .۴ بازگشت فرمول از .٣ .۴

lim
j→∞

|c٢(j+١)x
٢(j+١)|

|c٢jx٢j|
= x٢ < ١ x ∈ (−١, ١).

،Q′
٠(x) = (١− x١−(٢ زیرا باشد؛ k = ٢j + ١ اگر است صادق نتیجه گیری این

lim
x→±١

p(x)Q
′

٠(x) = ١,

درحال که

lim
x→±١

p(x)Q٠(x) = ٠.

زوج n وقت است زوج تابع ی Pn که م شود نتیجه اصل این از نخست فرمول دو .۵ .۴

است. فرد n وقت فرد، و است

P٢n(٠) = a٠ =
(−١)n(٢n)!
٢٢nn!n!

= (−١)n (٢n− ١) · · · (٣)(١)
(٢n) · · · (۴)(٢)

به دست تا کنید n زین جای را n+١ و یرید ب مشتق P به نسبت ز رودری فرمول از .٧ .۴ .



٣٧٢تمرین ها

آورید:

P
′

n+١ =
١

٢nn!
dn

dxn
[((٢n+ ١)x٢ − ١)(x٢ − ١٠)n−١],

مستقیم طور به انتگرال فرمول نخستین کنید. کم هم از و یرید ب مشتق Pn−١ از سپس

حاصل x = ١ تنظیم از دوم فرمول و حاصل Pn(±١) = (±١)n برابری و (١۴ .۴) از

م شود.

.١− x٣ = P٠(x)− ٣
۵P١(x)− ٢

۵P٣(x) (الف) .١١ .۴

.|x| = ١
٢P٠(x) +

۵
٨P٢(x)− ٣

١۶P۴(x) + · · · (ب)

زیرا .cn = (٢n + ٢/(١
∫ ١
−١ f(x)Pn(x)dx که ،f(x) =

∑∞
n=٠ cnPn(x) .١٣ .۴

،n = ٢k + ١ برای است. cn = ٠ ،f مقدار هر برای و است فرد f

c٢k+١ = (۴k + ٣)
∫ ١

٠
P٢k+١(x)dx

= (۴k + ٣)
١

۴k + ٣
[P٢k(٠)− P٢k+(٠)٢]

= (−١)k[ (٢k)!
٢٢kk!k!

+
(٢k + ٢)!

٢٢k+٢(k + ١)!(k + ١)!
]

= (−١)k (٢k)!
٢٢kk!k!

(۴k + ٣)
(٢k + ٢)

, k ∈ N٠.

،x = ٠ در f(x) = ٣
٢P١(x)− ٧

٨P٣(x) +
١١
١۶P۵(x) + · · · . ازاین رو،

∞∑
n=٠

cnPn(٠) = ٠ =
١
٢
[f(٠+ + f(٠−))].

(
∫∞
−∞ e−x٢dx)٢ = ۴

∫∞
٠

∫∞
٠ e−(x٢+y٢ )dxdy = ۴

∫∞
٠

∫ π/٢
٠ er

٢
rdrdθ = .١۵ .۴

.π



٣٧٣

آورید: به دست تا کنید (٢۵ .۴) معادلۀ در t زین جای را by − t .١۶ .۴

∞∑
n=٠

١
n!
Hn(x)(−t)n = e−٢xt−t٢ =

∞∑
n=٠

١
n!
Hn(−x)tn,

.Hn(−x) = (−١)nHn(x) م دهد نشان که

م دهد: نتیجه (٢۵ .۴) رابطۀ در x = ٠ تنظیم .١٧ .۴

∞∑
k=٠

Hk(٠)tk = e−t٢ =
∞∑
n=٠

(−١)n ١
n!
t٢n

م آوریم. به دست را موردنظر فرمول های مربوطه، ضرایب برابرکردن با یا

،m = ٢m اگر .١٩ .۴

x٢n =
(٢n)!
٢٢n

n∑
k=٠

H٢k(x)

(٢k)!(n− k)!

داشت: خواهیم ،m = ٢n+ ١ اگر

x٢n+١ =
(٢n+ ١)!
٢٢n+١

n∑
k=٠

H٢k+١(x)

(٢k + ١)!(n− k)!
, x ∈ R, n ∈ N٠.

کنید: استفاده حاصل ی مشتق برای نیتز لایب قانون از .٢٣ .۴

(fg)(n) =
∞∑
k=٠

n
kfn−kg(k)

م گیریم. نظر در را g(x) = e−x و f(x) = xn و

xm = بنابراین، cn =
∫∞
٠ e−xxmLn(x)dx = (−١)n m!m!

n!(m− n)!
آنجا که از .٢۵ .۴
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است.
∑m

n=٠ cnLn(x)

.u(x) = c١ + c٢
∫

ex

x
dx = c١ + c٢(log x+ x+ ١

٢
x٢

٢! + · · · ) .٢٨ .۴

است. xy صفحۀ متناظر ،ϕ = π/٢ سطح .٢٩ .۴

شده داده (۴٢ .۴) رابطۀ توسط (r, ϕ) کروی مختصات در لاپلاس معادلۀ جواب .٣١ .۴

داریم: (۴٣ .۴) معادلۀ در داده شده مرزی شرط از استفاده با است.

an =
٢n+ ١
٢Rn

∫ π/٢

٠
١٠Pn(cosϕ) sinϕdϕ

=
۵(٢n+ ١)

Rn

∫ ١

٠
Pn(x)dx

=
۵
Rn

[Pn−(٠)١− Pn+(٠)١], n ∈ N,

م رسیم: زیر جواب به بنابراین، م شود. استفاده برابری اخرین در ٧ .۴ تمرین نتیجۀ چون

u(r, ϕ) = ۵+ ۵
∞∑
n=١

[[Pn−(٠)١− Pn+(٠)١](
r

R
)Pn(cosϕ)]

= ۵[١+
٣
٢
r

R
P١(cosϕ)−

٧
٨
(
r

R
)٣P٣(cosϕ) + · · · ].

n = ١ (با جمع بندی بنابراین، است، ϕ از فرد تابع ی u(R, ϕ)−۵ که باشید داشته توجه

است. n فرد مقادیر از بیش م شود) شروع

تابع ی به عنوان ϕ است ن مم ،fuϕ(r, π/٢) = ٠ مرزی شرایط به توجه با .٣٣ .۴

بنابراین، است، ϕ = π/٢ زوج جواب تقارن، با یابد. گسترش [٠, π] تا [٠, π/٢] از زوج

است.  لژاندر چندجمله ای دستورهای از بیش مجموع
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۵ فصل

x ∈ [a, b]روی پیوسته تابع ی In(x) =
∫ n

٠ e
−ttx−١dt انتگرال ،n ∈ N هر برای .١ .۵

زیرا است: ٠ < a < b <∞ درجایی که

٠ ≤
∫ ∞

n

e−ttx−١dt ≤
∫ ∞

n

e−ttb−١dt u−→٠,

[a, b] روی Γ(x) بنابراین، م شود. را هم Γ(x) به نواخت ی به طور که م دهد نتیجه

روش ی با است. پیوسته (٠,∞) روی ازاین رو، ٠ < a < b < ∞ هر برای

Γ
′′
(x) = ،Γ′

(x) =
∫∞
n
e−ttx−١ log tdt آن مشتقات که داد نشان م توان مشابه

است. پیوسته (٠,∞) روی همه ... ،
∫∞
n
e−ttx−١(log t)٢dt

که م دانیم ٢ .۵ تمرین از .Γ(n + ١
٢) = (n − ١

٢) · · · (
١
٢)Γ(

١
٢) =

(٢n)!
n!٢٢n

Γ(١٢) .٣ .۵

.Γ(١٢) =
√
π

کنید: استفاده جواب آوردن به دست برای گاما تابع انتگرال تعریف از .۵ .۵

٢٢x−١Γ(x)Γ(x+
١
٢
) = ۴

∫ ∞

n

∫ ∞

n

e−(α٢+β٢)(٢αβ)٢x−١(α + β)dαβ,

موردنظر فرمول به تا دهید تغییر ξ = α٢ + β٢ ،η = ٢αβ به را انتگرال متغیرهای سپس

برسید.

کنید. استفاده نسبت آزمون از .٧ .۵

کنید. ضرب x در و یرید ب مشتق (١٢ .۵) معادلۀ از .٨ .۵

کنید. استفاده ٨ .۵ تمرین از و کنید زین جای همان در را ν = −١/٢ .١١ .۵

x = ٠ در Jn(x) که باشید داشته توجه کنید. زین جای بسل معادلۀ در مستقیماً .١٧ .۵
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خط وابستۀ نم توانند تابع دو این بنابراین، نیست. این طور yn(x) ول است، کران دار

باشند.

گسترش n منف مقادیر به است، آمده ٢٢ .۵ تمرین در که همان طور ،Iν تعریف .٢۵ .۵

هم و Iν توسط هم بنابراین، است، ثابت ν علامت تغییر تحت (١٨ .۵) معادلۀ م یابد.

م شود. برآورده I−ν

م شود. نتیجه کسینوس و سینوس توابع کران های از .٢٧ .۵

م آوریم: به دست ،(٢٣ .۵) و (٢٢ .۵) معادله های روی پارسوال رابطۀ اعمال با .٢٩ .۵∫ π

−π

cos٢(x sin θ)dθ = ٢πJ٢
٠ (x) + ۴π

∞∑
m=١

J٢
٢m(x)∫ π

−π

sin٢(x sin θ)dθ = ۴π
∞∑

m=١

J٢
٢m−١(x).

م رسیم. موردنظر همان به معادله، دو این افزودن با

کنید. اعمال (٢۵ .۵) و (٢۴ .۵) معادله های روی را ٣. ٧ لم .٣١ .۵

||J١(µkb)||٢x = ،〈١, J٠(µkx)〉x =
∫ b

٠ J٠(µkx)xdx = b
µk
J١(µkb) (الف) .٣٣ .۵

. b٢٢ J
٢
١ (µkb)

ازاین رو،

١ =
٢
b

∞∑
k=١

١
µkJ١(µkb)

J٠(µkx).

داریم: بنابراین، .〈x٢, J٠(µkx)〉x =
(

b٣

µk
− ۴b

µ٢
k

)
J١(µkb) (ج)

x٢ =
٢
b

∞∑
k=١

µ٢kb
٢ − ۴

µ٣kJ١(µkb)
J٠(µkx).
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داریم: بنابراین، .〈f, J٠(µkx)〉x =
∫ b/٢
٠ J٠(µkx)xdx = b

٢µk
J١(µkb/٢) (ه)

f(x) =
١
b

∞∑
k=١

J١(µ
٢
kb/٢)

µkJ٢
١ (µkb)

J٠(µkx).

داریم: (الف) قسمت ١۴ .۵ و ١٣ .۵ تمرین های از .٣۵ .۵

〈x, J١(µkx)〉x =

∫ ١

٠
J١(µkx)x

٢dx = −J٠(µk)/µk = J٢(µk)/µk

داریم: ازاین رو، .||J١(µkx)||٢x = ١
٢J

٢
٢ (µk) داریم: (٣۴ .۵) معادلۀ از و

١ = ٢
∞∑
k=١

١
µkJ٢(µk)

J١(µkx), ٠ < x < ١.

داریم: (الف) قسمت ١۴ .۵ و ١٣ .۵ تمرین های نتایج از استفاده با .٣٧ .۵

〈f, J١(µkx)〉x =

∫ ١

٠
x٢J١(µkx)dx =

١
µk٣

[٢µkJ١(µk)− µ٢kJ٠(µk)]

=
١
µk

J١٢(µk).

م دهد: نتیجه نیز بسل معادلۀ

||J١(µkx)||٢x = ٢[J ′

١(٢µk)]
٢ +

١
٢µ٢k

(۴µ٢k − ١)J٢
١ (٢µk) =

۴µ٢k − ١
٢µ٢k

J٢
١ (٢µk).

درنتیجه،

f(x) = ٢
∞∑
k=١

µkJ٢(µk)

(۴µ٢k − ١)J٢
١ (٢µk)

J١(µkx), ٠ < x < ٢.

راست سمت درصورت که f(١) = ١ ،x = ١ در است. نقطه به نقطه به صورت نمایش این

برابر
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است. ١٢[f(١+) + f(١−)] = ١
٢

آن گاه ,u(r؛ t) = ν(r)w(t) کنید فرض .٣٩ .۵

w
′

kw
=

١
ν

(
ν

′′
+

١
r
ν

′
)

= −µ٢.

اعمال u برای موردنظر نمایش آوردن به دست برای را مرزی شرط و کرده حل را معادله این

کنید.

کنید. استفاده متغیرها جداسازی از نتیجه گیری، برای .۴١ .۵

u(r, t) =
∞∑
k=١

J٠(µkr)[ak cosµkct+ bk sinµkct],

ak =
٢

R٢J٢
١ (µkR)

∫ R

٠
f(r)J٠(µkr)rdr,

bk =
٢

cµkR٢J٢
١ (µkR)

∫ R

٠
g(r)J٠(µkr)rdr.

 

۶ فصل

.f̂(ξ) = ١
iξ
(١− e−iξ) (ج) .f̂(ξ) = ٢

ξ٢
(١− cos ξ) (الف) .١ .۶

راست؛ هم ξ به که است J در دنباله ای ξn کنید فرض ξ ∈ J ثابت نقطۀ هر برای .٣ .۶

زیرا

|F (ξn)− F (ξ)| ≤
∫
I

|ϕ(x, ξn)− ϕ(x, ξ)|dx,

توابع دنبالۀ در را ۴ .۶ قضیۀ م توانیم ما ،|ϕ(x, ξn) − ϕ(x, ξ)| ≤ ٢g(x) ∈ L١(I) و
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یریم: ب نتیجه تا کنیم اعمال ϕn(x) = ϕ(/x, ξn)− ϕ(x, ξ)

lim
n→∞

|F (ξn)− F (ξ)| ≤ lim
n→∞

∫
I

|ϕ(x, ξn)− ϕ(x, ξ)|dx

=

∫
I

lim
n→∞

|ϕ(x, ξn)− ϕ(x, ξ)|dx = ٠.

کنید: تعریف .ξn → ξ و ξ ∈ J کنید فرض .۵ .۶

ψn(x, ξ) =
ϕ(x, ξn)− ϕ(x, ξ)

ξn − ξ
,

با و است انتگرال پذیر I روی ψn است. نقطه به نقطه psin(x, ξ) → ϕξ(x, ξ) سپس

.ψn(x, ξ) = ϕn(x, ηn) داریم ξn و ξ بین ηn مقادیر برای میانگین مقدار قضیۀ از استفاده

استفاده مغلوب رایی هم قضیۀ از اکنون است. |ψn(x, ξ) ≤ h(x) ،I×J روی بنابراین،

م کند: ثابت این است.
∫
I
ψn(x, ξ)dx→

∫
I
ϕξ(x, ξ)dx که یرید ب نتیجه تا کنید

F (ξn)− F (ξ)

ξn − ξ
→
∫
I

ϕξ(x, ξ)dx.

م شود. حاصل ٣ .۶ تمرین از F ′ پیوستگ

.٠ (ج) ،٢/١ (ب) ،١ (الف) .٨ .۶

(a, x١), · · · , (xn, b)زیربازه های انتگرال های مجموع به صورت را (a, b)روی انتگرال .٩ .۶

بر انتگرال فرمول هستند، هموار زیربازه ای هر در g و f تابع دو هر آنجایی که از کنید. بیان

م شود. اعمال مجموع در انتگرال هر برای بخش هر اساس

A(ξ) = ٢
∫ π

٠ sinx cos ξxdx = ،B(ξ) = ٠ ازاین رو، است؛ زوج f (الف) .١٠ .۶

است. f(x) = ٢
π

∫∞
٠

١+ cosxξ

١− ξ٢
cosxξdξ و ٢١+ cos πξ

١− ξ٢
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. f(x) = ٢
π

∫∞
٠
ξ + sin ξ

ξ٢
sinxξdξ (ج)

کنید: تعریف ١٣ .۶

f(x) =

{
e−x cosx, x > ٠
−ex cosx, x < ٠ ,

و م رود صفر به کسینوس است، فرد f چون

B(ξ) = ٢
∫ ∞

٠
e−x cosx sin ξxdx =

٢ξ٣

ξ۴ + ۴
.

داد: نشان (٢٨ .۶) معکوس فرمول با (−∞,∞) روی م توان را f(x) اینک

e−x cosx =
٢
π

∫ ∞

٠

ξ٣

ξ۴ + ۴
sinxξdξ.

نیست. را هم نواخت ی به طور انتگرال این نیست، پیوسته x = ٠ در f چون

دهید: تعمیم .١۵ .۶

f(x) =

{
١, ٠ < x < π
٠, x > π

,

B(ξ) = ١)٢ − آن سینوس تبدیل که دهید نشان و R روی فرد تابع ی به عنوان

است. cos πξ)/ξ

با: است برابر f روی کسینوس تبدیل که دهید نشان .١٧ .۶

(ξ) = ٢
١− cos ξ

ξ٢
=

sin٢(ξ/٢)
(ξ/٢)٢

.

f پیوستگ نقطۀ که x = ٠ در را نتیجه و کنید بیان کسینوس انتگرال به عنوان را f(x)

کنید. ارزیابی است،
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.||f̂ ||٢ = ||A||٢ + ||B||٢ = ٢π||f ||٢ دارد این بر دلالت (٣١ .۶) معادلۀ .١٩ .۶

و است L١(R) به متعلق بنابراین، دارد؛ |x| → ∞ روی نمایی نزول ψn(x) .٢١ .۶

ψ̂n(ξ) = اینکه فرض با .ψ̂٠(ξ) =
√
٢πψ٠(ξ) داریم ١٧ .۶ مثال از دارد. وجود ψ̂

داریم: ،(−i)n
√
٢πψn(ξ)

ψ̂n+١(ξ) = F (e−x٢/٢Hn+١(x))(ξ)

= F [e−x٢)٢/٢xHn(x)−H
′

n(x))](ξ)

= F [xψn(x)− ψ
′

n(x)](ξ)

= iψ̂
′

n(ξ)− iξψ̂n(ξ)

= (−i)n+١
√
٢π[ψ̂′

n + ξψ̂n(ξ)]

= (−i)n+١
√
٢πψn+١(x),

با بنابراین، کنیم. استفاده ١۵ .۶ قضیۀ و Hn+١(x) = ٢xHn(x) − H
′
n(x) همان از

است. صادق n ∈ N٠ همۀ برای که ψ̂n(ξ) = (−i)n
√
٢πψn(ξ) داریم استقرا

معادله در که دهید نشان و کنید تعریف را I(z) =
∫∞
٠ e−bξ٢ cos zξdξ انتگرال .٢٣ .۶

برابر I(٠) = ١
٢

√
π/b در آن جواب که است، صادق I

′
(z) = −zI(z)/٢b دیفرانسیل

است. I(z) = I(٠)e−z٢/۴b

توسط داده شده u(x, t) نمایش در A(λ) = ٠ بر دلالت x = ٠ در مرزی شرط .٢۵ .۶

به عنوان f(x) گسترش با است. x فرد تابع ی حاضر حال در u به طوری که دارد، (٣٩ .۶)

همان و f سینوس B(λ)تبدیل که ببینیم م توانیم ،(−∞,∞) به (٠,∞) از فرد تابع ی
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انجامید. نتیجه به و شد دنبال ١٨ .۶ مثال در که است روش

û(ξ, t) توسط= داده شده شرایط در ûtt(ξ, t) = −c٢ξ٢û(ξ, t)موج تبدیل معادلۀ .٢٧ .۶

به دست u نیاز مورد نمایش فوریه، معکوس تبدیل از استفاده با م شود. حل f̂(ξ) cos cξt

م آید.

٧ فصل

.٢a٢
s٣

+ ٢ab
s٢

+ b٢

s
(الف) .٧. ١

. ١
s٢+۴ (ت)

. ٢s
(s١−٢)٢ (چ)

.
√
π/s (خ)

.٢ cosh ٣x− ۵
٣ sinh ٣x (ب) .٧. ٢

.١)١٢− e−٢x) (ت)

.٢
√
x/π (ج)

.f(x) = x[H(x)−H(x− ١)] + e١−xH(x− ١) .۵ .٧

.L(f)(ξ) = ١
s٢
(١− e−s)− ١

s
e−s + ١

s+١e
−s

.H(x− ٣) +H(x− ١) (پ) .۶ .٧

f(x−١ ) − جمع سپس باشد. x١, · · · , xn نقاط در پرش ناپیوستگ دارای f اگر .٧. ٧

کرد. اضافه (۶ .٧) راست سمت به باید را f(x+١ ) + · · ·+ f(x−n )− f(x+n )

.y(x) = H(x− ١)
[١
٢e

٢(x−١) − ex−١ + ١
٢

]
− ex + e٢x (ث) .٧. ٨
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. ١
x
(e−bx − e−ax) (ج) .٧. ٩

بنویسید: (الف) .٧. ١١

L(f)(s) =

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx

=
∞∑
n=٠

∫ (n+١)p

np

f(x)e−sxdx

=
∞∑
n=٠

∫ p

٠
f(x+ np)e−s(x+np)dx,

کنید. استفاده جواب به رسیدن برای f(x+ np) = f(x) معادلۀ از سپس

.L(f) = ١
١− e−s

[
١
s٢
(١− e−s)− e−s

s

]
(ب)

٣Y (s)/s۴ روی= را ١۴ .٧ قضیۀ کاربرد کنید. تلفیق را y(x) و x٣ چپ، سمت در .٧. ١٣

نتیجه ٧. ٧ نتیجۀ از م دهد. نتیجه را Y (s) = s۴F (s)/۶ که م گیریم نظر در F (s)

که م گیریم

y(x) =
١
۶
f (۴)(x) +

١
۶
L−١[f(٠+)s٣ + f

′
(٠+)s٢ + f

′′
(٠+)s+ f

′′′
(٠+)].

از همچنین، (ما دارد f ۴(٠+) = ٠ بر دلالت n = ٠, ١, ٢, ٣ برای f(x) انتگرال عبارت

باشد). n ∈ N٠ هر برای ε در تابع ی لاپلاس تبدیل نم تواند sn که م دانیم ٧. ١٢ تمرین

است. y(x) = f (۴)(x)/۶ جواب باشد، پیوسته) (یا متغیر چهارم مرتبۀ به f اینکه فرض با

.L([x])(s) = e−s

s(١−e−s)
.١۵ .٧

.u(x, t) = H(t− x/c) cos٢(t− x/c) .٧. ١٧

.u(x, t) = e−xH(t− x/c) sin(t− x/c) .٧. ١٩

بررس (−∞, ٠] منف محور در برش با مختلط صفحۀ در F (s) = e−a
√
s/
√
s .٧. ٢١



٣٨۴تمرین ها

β − i∞, B + i∞ عمودی خط امتداد در را انتگرال ، کوش قضیۀ از استفاده با م شود.

بالا مرز در ری دی و راست به چپ سمت از برش پایین، مرز در ی انتگرال، دو به م توان

داد. کاهش چپ به راست از

L−١(F )(x) =
١
٢π

∫ β+i∞

β−i∞
F (s)esxds

=
١
π

∫ ∞

٠

cos a
√
s√

s
e−sxds

=
٢
π

∫ ∞

٠
e−xt٢ cos atdt.

،١٧ .۶ مثال نتیجۀ از استفاده با و است e−xt٢ فوریۀ تبدیل ، پایان انتگرال اینکه به توجه با

م آوریم. به دست L−١(F )(x) برای را موردنظر عبارت
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